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1 СТОХАСТИЧНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ I ПРОСТIР
ЕЛЕМЕНТАРНИХ ПОДIЙ

Стохастичним експериментом називають експеримент, результат якого не можна
передбачити напевне. Результати 𝜔 експерименту називають елементарними подiями. Су-
купнiсть усiх можливих результатiв експерименту, тобто сукупнiсть усiх елементарних подiй,
будемо називати простором елементарних подiй i позначати лiтерою Ω. Простiр елемен-
тарних подiй називається дискретним, якщо множина Ω скiнченна або злiченна. Пiдмножини
Ω називаються подiями. Сама множина Ω називається достовiрною подiєю, а порожня
множина ∅ неможливою подiєю.

Будемо говорити, що при здiйсненнi експерименту вiдбулася подiя 𝐴, якщо як резуль-
тат ми отримали 𝜔0 i 𝜔0 ∈ 𝐴. При цьому про елементарну подiю 𝜔0 говорять як про таку, що
сприяє подiї 𝐴 або тягне за собою подiю 𝐴.

Сумою подiй 𝐴 i 𝐵 називається подiя 𝐶, яка вiдбувається лише тодi, коли вiдбуває-
ться подiя 𝐴 або подiя 𝐵. Позначення: 𝐶 = 𝐴 ∪𝐵.

Добутком подiй 𝐴 i 𝐵 називається подiя 𝐶, яка вiдбувається лише тодi, коли вiдбу-
вається i подiя 𝐴, i подiя 𝐵. Позначення: 𝐶 = 𝐴 ∩𝐵 або 𝐶 = 𝐴𝐵.

Рiзницею подiй 𝐴 i 𝐵 називається подiя 𝐶, яка вiдбувається лише тодi, коли вiдбу-
вається подiя 𝐴, i не вiдбувається подiя 𝐵. В цьому випадку пишуть 𝐶 = 𝐴∖𝐵.

Подiя Ω∖𝐴 називається протилежною до подiї 𝐴 (доповненням до подiї 𝐴, запере-
ченням подiї 𝐴) i позначається як 𝐴 (чи ¬𝐴).

Подiї 𝐴 та 𝐵 називаються несумiсними, якщо вони не можуть трапитися одночасно,
тобто 𝐴 ∩𝐵 = ∅. В противному випадку подiї 𝐴 та 𝐵 називаються сумiсними.

Якщо кожна елементарна подiя, яка сприяє подiї 𝐴, сприяє i подiї 𝐵, то говорять, що
подiя 𝐵 випливає з подiї 𝐴, або подiя 𝐴 тягне за собою подiю 𝐵. Це вiдношення мiж подiями
записують у виглядi 𝐴 ⊂ 𝐵 (або 𝐵 ⊃ 𝐴).

Оскiльки подiї є множинами, то для операцiй над подiями справедливi тi ж самi пра-
вила, що i для операцiй над множинами:

a) 𝐴 ∪𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴 ∩𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴 комутативнiсть суми та добутку;

б) 𝐴∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪𝐵)∪𝐶, 𝐴∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵)∩𝐶 - асоцiативнiсть суми та добутку;

в) 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶), 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) - розподiльнi закони
добутку вiдносно додавання та додавання вiдносно добутку;

г) 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 ∩𝐵, 𝐴 ∩𝐵 = 𝐴 ∪𝐵 - правила де Моргана.
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Послiдовнiсть подiй 𝐴𝑛 називається зростаючою, якщо 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ 𝐴3 ⊂ . . .

Послiдовнiсть подiй 𝐵𝑛 називається спадною, якщо 𝐵1 ⊃ 𝐵2 ⊃ 𝐵3 ⊃ . . .

Приклад 1.1

Стохастичний експеримент полягає в тому, що пiдкидається симе-
тричний гральний кубик. Експеримент можна повторювати як зав-
годно довго. При цьому передбачити напевно, як впаде кубик, не-
можливо. Результатом цього експерименту є число вiд 1 до 6, яке
випадає в результатi пiдкидання.

Отже, простором елементарних подiй буде множина

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Для цього стохастичного експерименту можна визначити, наприклад, такi подiї:

𝐴 = {Випала парна кiлькiсть очок} = {2, 4, 6};

𝐵 = {Кiлькiсть очок, що випала, менша чотирьох} = {1, 2, 3};

𝐶 = {Кiлькiсть очок, що випала, не менша 5} = {5, 6}.

Зауважимо, що подiї B та C не можуть трапитися одночасно, вони взаємно виклю-
чають одна одну, отже є несумiсними подiями. Натомiсть подiї A та C можуть трапитись
одночасно в результатi експерименту, якщо випаде 6. Отже, цi подiї є сумiсними.

Приклад 1.2

Експеримент полягає в проведеннi серiї пострiлiв по мiшенi (качцi)
до першого влучення. Результатом експерименту буде серiя пострi-
лiв, останнiй з яких – вдалий. В даному випадку маємо справу з
нескiнченним (але злiченим) простором елементарних подiй, оскiль-
ки теоретично стрiляти можна нескiнченну кiлькiсть разiв залежно
вiд вправностi стрiльця, близькостi мiшенi, тощо. Отже, простiр еле-
ментарних подiй можна записати таким чином:

Ω = {У, НУ, ННУ, ННУ, ...},

4
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де У – це ”успiх” (влучення в мiшень), а Н – це ”невдача”, тобто невлучення в мiшень
при одному пострiлi.

Сформулюємо деякi подiї:

𝐴 = {Качку вбито при першому пострiлi} = {У};

𝐵 = {Качку вбито не бiльше нiж за три пострiли} = {У, НУ, ННУ};

𝐶 = {Не вдалося вполювати качку} = Ω ∖ {У, НУ, ННУ, ННУ, ...}.

В останньому випадку подiя 𝐶 є протилежною до подiї, яку можна сформулювати
як {Мисливець на якомусь кроцi таки влучить в качку}.

Приклад 1.3

Експериментом є фiксацiя кiлькостi ДТП в Києвi впродовж доби (тижня, мiсяця,
року). Елементарними подiями є будь-якi цiлi невiд’ємнi числа:

Ω = {0, 1, 2, ...}.

Елементарними подiями є подiї

𝜔𝑖 = {Протягом доби трапилось рiвно 𝑖 ДТП }, 𝑖 = 0, 1, 2, ....

Кiлькiсть елементарних подiй формально є нескiнченною. Аналiтично обчислити цi ймо-
вiрностi не вдасться, в даному випадку необхiдна статистична iнформацiя за попереднi
перiоди (причому з урахуванням того, чи є день вихiдним, святковим, робочим, тощо).

Можна розглядати, наприклад, такi подiї:

𝐴 = {Не трапилось жодної ДТП протягом доби} = {𝑖 = 0};

𝐵 = {Трапилось не бiльше 5 ДТП протягом доби} = {𝑖 ≤ 5};

𝐶 = {Трапилось бiльше 10 ДТП протягом доби} = {𝑖 > 10}.

5
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Приклад 1.4

Експеримент полягає в рiвномiрному киданнi точки на iнтервал [0, 1].

Елементарною подiєю тут буде число, яке є координатою точки, а простором еле-
ментарних подiй – сам вiдрiзок [0, 1]. Всi елементарнi подiї рiвноможливi. Проте простiр
елементарних подiй в даному випадку складається з незлiченої кiлькостi елементарних
подiй.

Подiєю є, наприклад, те, що точка потрапила на iнтервал [0; 1/3].

Так, зокрема, можна генерувати послiдовностi «успiхiв» та «невдач», якщо вико-
ристовувати генератор псевдовипадкових чисел, а «успiхом» вважати значення отрима-
ного числа, меншого за певну величину (залежно вiд того, що в експериментi є «успi-
хом»).

Приклад 1.5

Два клiєнти страхової компанiї уклали угоди страхування на випадок крадiжки
власних авто термiном на один рiк. Страховi подiї з кожним iз них можуть статися
незалежним чином у будь-який день року. Описати
а) простiр елементарних подiй Ω;
б) подiю 𝐴, яка полягає в тому, що вiдшкодування клiєнтам доведеться заплатити в
один день;
в) подiю 𝐵, яка полягає в тому, що термiн мiж сплатою вiдшкодувань буде не бiльшим
нiж 30 днiв.

Розв’язок:

а) Припустимо, що мова йде про рiк, який не є високосним. Тодi за простiр еле-
ментарних подiй можна обрати множину пар (𝑖, 𝑗), де кожна компонента 𝑖 та 𝑗 приймає
значення вiд 1 до 365, тобто

Ω =
{︀
(𝑖, 𝑗) : 𝑖 = 1, 365, 𝑗 = 1, 365

}︀
.

б) В цих позначеннях подiя 𝐴 буде виглядати як множина пар з однаковими
компонентами, а саме

𝐴 =
{︀
(𝑖, 𝑗) : 𝑖 = 𝑗, 𝑗 = 1, 365

}︀
.

6
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в) Подiбним же чином подiя 𝐵 запишеться так:

𝐵 =
{︀
(𝑖, 𝑗) : |𝑖− 𝑗| ≤ 30, 𝑖 = 1, 365, 𝑗 = 1, 365

}︀
.

Задача 1.1. Перевiрити чи спростувати справедливiсть наступних спiввiдношень:

1. 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 𝐵;

2. 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴𝐵;

3. 𝐴 ∪𝐵∖𝐵 = 𝐴∖𝐴𝐵 = 𝐴𝐵;

4. 𝐴𝐴 = 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴;

5. 𝐴 ∪𝐵∖𝐴𝐵 = 𝐴𝐵 ∪ 𝐴𝐵;

6. (𝐴 ∪𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 ∪𝐵𝐶;

7. 𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴 𝐵 𝐶;

8.
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
𝐶 = 𝐴 𝐵 𝐶 = 𝐶∖𝐶 (𝐴 ∪𝐵);

9. 𝐴𝐵𝐶 ⊂ 𝐴 ∪𝐵;

10. (𝐴∖𝐴𝐵) ∪𝐵 = 𝐴 ∪𝐵;

11. 𝐴𝐵 ∪𝐵𝐶 ∪ 𝐶𝐴 ⊃ 𝐴𝐵𝐶;

12. 𝐴𝐵 ∪𝐵𝐶 ∪ 𝐶𝐴 ⊂ 𝐶 (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶);

13. 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴𝐵;

14. 𝐴 ∪ 𝐴𝐵 = 𝐴;

15. 𝐴 ∪𝐵 = (𝐴∖𝐵) ∪ (𝐵∖𝐴) ∪ 𝐴𝐵;

16. 𝐴 ∪𝐵∖𝐵 = 𝐴∖𝐵;

17. (𝐴∖𝐵) ∪𝐵 = 𝐴 ∪𝐵;

18. (𝐴 ∪𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 ∪𝐵𝐶;

19. (𝐴 ∪ 𝐶) (𝐵 ∪ 𝐶) = 𝐴𝐵 ∪ 𝐶;

20. 𝐴𝐶∖𝐵 = 𝐴𝐶∖𝐵𝐶;

21. (𝐴∖𝐵) ∪ (𝐴∖𝐶) = 𝐴∖𝐵𝐶;

22.
(︀
𝐴 ∪𝐵𝐶

)︀ (︀
𝐵 ∪ 𝐴𝐶

)︀ (︀
𝐶 ∪ 𝐴𝐵

)︀
= 𝐴𝐵𝐶 ∪

𝐴 𝐵 𝐶;

23. (𝐴 ∪𝐵)
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀ (︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
= 𝐴𝐵;

24. (𝐴 ∪𝐵)
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
= 𝐴.

Задача 1.2. Нехай 𝐴,𝐵,𝐶 – три довiльнi подiї. Знайти вирази для подiй, що полягають у
тому, що з 𝐴,𝐵,𝐶:

1. вiдбулася тiльки подiя 𝐴;

2. вiдбулися 𝐴 та 𝐵, але 𝐶 не вiдбулася;

3. вiдбулися усi три подiї;

4. вiдбулась принаймнi одна iз цих подiй;

5. вiдбулись принаймнi двi подiї;

6. вiдбулася одна i тiльки одна подiя;

7. вiдбулися двi i тiльки двi подiї;

8. жодна з подiй не вiдбулася;

9. вiдбулося не бiльше двох подiй.

Задача 1.3. Нехай 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, – подiї, якi полягають в тому, що 𝑖-тий магазин зачинено.
Що означають подiї

7
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1. 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3;

2. 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∪ 𝐴1 ∩ 𝐴3 ∪ 𝐴2 ∩ 𝐴3;

3. 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3;

4. 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3;

5. 𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3;

6. 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3.

Задача 1.4. Об’єднання 𝐴∪𝐵 двох подiй може бути подане як об’єднання двох несумiсних
подiй: 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵∖𝐴𝐵). Подати аналогiчним чином об’єднання трьох подiй 𝐴,𝐵,𝐶.

Задача 1.5. Витягнута навмання куля може виявитися або червоною (подiя 𝐴, або бiлою
(подiя 𝐵), або чорною (подiя 𝐶). Описати наступнi подiї:
1) 𝐴 ∪𝐵; 2) 𝐴 ∪ 𝐶; 3) 𝐴𝐶; 4) 𝐴𝐵 ∪ 𝐶.

Задача 1.6. Спростити вирази:

1. (𝐴 ∪𝐵)
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
;

2. (𝐴 ∪𝐵) (𝐵 ∪ 𝐶) (𝐶 ∪ 𝐴);

3. 𝐴 ∪ (𝐵∖𝐴𝐵) ∪ (𝐶∖𝐴𝐶);

4. (𝐴 ∪𝐵)𝐵 ∪ 𝐴 (𝐴𝐵).

Задача 1.7. Якi з наступних спiввiдношень вiрнi?

1. 𝐴𝐵𝐶 ⊂ 𝐴𝐵 ∪𝐵𝐶 ∪ 𝐶𝐴;

2. 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 ∪𝐵;

3. 𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴 𝐵 𝐶;

4. 𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶 = 𝐴 𝐵𝐶;

5. (𝐴 ∪𝐵) ∖𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵∖𝐶);

6. 𝐴𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 (𝐶 ∪𝐵);

7. (𝐴 ∪𝐵) ∖𝐴 = 𝐵;

8.
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
𝐶 = 𝐴𝐶 ∪𝐵𝐶;

9. 𝐴𝐵𝐶 ∪ 𝐴𝐵𝐶 ∪ 𝐴𝐵𝐶 = (𝐴𝐵 ∪ 𝐴𝐶 ∪𝐵𝐶) ∖𝐴𝐵𝐶.

Задача 1.8. Знайти випадкову подiю 𝑋 iз наступної рiвностi:(︀
𝐴 ∪𝑋

)︀
∩
(︀
𝐴 ∪𝑋

)︀
∪𝑋 ∪ 𝐴 ∪𝑋 ∪ 𝐴 = 𝐵.

Задача 1.9. Знайти випадкову подiю 𝑋 iз наступної рiвностi:

𝑋 ∪ 𝐴 ∪𝑋 ∪ 𝐴 = 𝐵.

Задача 1.10. Вiдновити наступнi формули:

а) 𝐴 ∪ 𝐴 = ...

б) 𝐴 ∩ 𝐴 = ...

в) 𝐴 ∪ Ω = ...

г) 𝐴 ∩ Ω = ...

д) Ω ⊂ 𝐴⇒ 𝐴 = ...

е) 𝐴 ⊂ ∅ ⇒ 𝐴 = ...

ж) 𝐴 ∩𝐵 = 𝐴⇒ ...

и) 𝐴 ∪𝐵 = 𝐵 ⇒ ...

к) 𝐴∖𝐵 = ∅ ⇒ ...

л) 𝐴 ∪𝐵 = Ω ⇒ ...

м) (𝐵∖𝐴) ∪ 𝐴 = 𝐵 ⇒ ...

н) (𝐴 ∪𝐵) ∩
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
= ...

п) (𝐴∖𝐴 ∩𝐵) ∪𝐵 = ...

р) (𝐴 ∪𝐵) ∩
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
∪
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
∩
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
= ...

с) (𝐴 ∪𝐵) ∩
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
∩
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
∩
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
= ...
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Задача 1.11. Довести, що:

а) 𝐴∖𝐵 = 𝐴∖ (𝐴 ∩𝐵);

б) 𝐴 = (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴∖𝐵);

в) (𝐴 ∪𝐵) ∖𝐶 = (𝐴∖𝐶) ∪ (𝐵∖𝐶);

г) 𝐴∖ (𝐵∖𝐶) = (𝐴∖𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶);

д) (𝐴∖𝐵) ∪𝐵 = 𝐴 ∪𝐵;

е) (𝐴 ∪𝐵) ∖𝐵 = 𝐴∖𝐵.

Задача 1.12. Вiдомо, що 𝐴 ⊂ 𝐵. Потрiбно дописати праву частину рiвностей:
a) 𝐴 ∪𝐵 = ...; b) 𝐴 ∩𝐵 = ...; c) 𝐴∖𝐵 = ...; d) 𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶 = ....

Задача 1.13. Подiя 𝐸 подається за допомогою подiй 𝐴,𝐵,𝐶. Спростити це подання, якщо:

а) 𝐸 = (𝐴 ∪𝐵)
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
;

б) 𝐸 = (𝐴 ∪𝐵)𝐶 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶)𝐴 ∪ (𝐶 ∪ 𝐴)𝐵;

в) 𝐸 = (𝐴 ∪𝐵) (𝐵 ∪ 𝐶) i 𝐴 ⊂ 𝐶;

г) 𝐸 = (𝐴 ∪𝐵)
(︀
𝐴 ∪𝐵

)︀ (︀
𝐴 ∪𝐵

)︀
.

Задача 1.14. Множини 𝐴,𝐵,𝐶 є пiдмножинами ряду натуральних чисел. 𝐴 є множиною
чисел, якi дiляться на 6, 𝐵 - множиною парних чисел, 𝐶 - множиною чисел вiд 1 до 100.
Описати наступнi множини:
a) 𝐴∖𝐵, b) 𝐴 ∪ 𝐶, c) (𝐴 ∩𝐵) ∪ 𝐶, d) 𝐶∖ (𝐴 ∩𝐵), e) 𝐴∖𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶.

Задача 1.15. Пiдкидають два гральних кубики 3 рази. Описати простiр елементарних подiй.

Задача 1.16. Гральний кубик кидається до тих пiр, доки пiдряд не випаде одиниця i двiйка.
Описати простiр елементарних подiй.

Задача 1.17. Нитку довжини 𝑙 навмання розiрвано на двi частини. Описати простiр еле-
ментарних подiй.

Задача 1.18. За допомогою операцiй ”∪”, ”∩” та ” ”̄ описати наступнi подiї:

a) вiдбулися всi три подiї 𝐴, 𝐵, 𝐶 одночасно;

b) не вiдбулось жодної з подiй 𝐴, 𝐵, 𝐶;

c) вiдбулась лише подiя 𝐴;

d) вiдбулась лише одна з подiй 𝐴, 𝐵, 𝐶;

e) вiдбулась принаймнi одна з подiй 𝐴, 𝐵, 𝐶;

f) вiдбулися лише подiї 𝐴 i 𝐵;

g) вiдбулися лише двi подiї з 𝐴, 𝐵, 𝐶;

h) вiдбулися принаймнi двi подiї з 𝐴, 𝐵, 𝐶;

i) вiдбулася не бiльше нiж одна з подiй 𝐴, 𝐵, 𝐶.
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Задача 1.19. Експеримент полягає у тому, що на пiввiсь [0,∞) кидається точка. Результатом
експерименту будемо вважати 𝜔 = [𝑥], де 𝑥 - вiдстань вiд точки до початку координат, [𝑥] -
цiла частина числа 𝑥. Подати приклади зростаючої i спадної послiдовностi подiй, що пов’язанi
з цим експериментом.

Ω𝐴 𝐵

𝐶

(а)

Ω𝐴 𝐵

𝐶

(б)

Рис. 1.1: до задачi 1.20

Задача 1.20. Операцiї над подiями можна демонструвати на дiаграмах Ейлера. Так, на-
приклад, для подiй 𝐴, 𝐵, 𝐶 подiю 𝐷 = 𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶 можна зобразити так, як показано на рис.
1.1а. Спробуйте розв’язати ”обернену” задачу – за дiаграмою 1.1б запишiть вiдповiдну подiю.
Якщо це можна зробити рiзними способами, то зробiть це найменшою кiлькiстю операцiй над
подiями.

Ω
𝐴 𝐵

𝐶

(а)

Ω
𝐴 𝐵

𝐶

(б)

Рис. 1.2: до задачi 1.21

Задача 1.21. Пiдкидають один гральний кубик. Для такого стохастичного експерименту
наведiть приклад трьох подiй 𝐴, 𝐵, 𝐶, дiаграма Ейлера для яких буде:
а) рис. 1.2а,
б) рис. 1.2б.
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2 СКIНЧЕННИЙ ПРОСТIР ЕЛЕМЕНТАРНИХ ПОДIЙ

Коли простiр елементарних подiй є скiнченним, тобто Ω = {𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛}, то довiльну
пiдмножину з Ω називають подiєю, а кiлькiсть цих подiй є, очевидно, 2𝑛. Кожнiй елемен-
тарнiй подiї 𝜔𝑖 з простору Ω ставиться у вiдповiднiсть число P(𝜔𝑖) = 𝑝𝑖 (ймовiрнiсть еле-

ментарного наслiдку) таке, що 0 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 1 та
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1. Тодi ймовiрнiсть довiльної подiї 𝐴

пiдраховують за формулою:
P(𝐴) =

∑︁
𝜔∈𝐴

P(𝜔). (2.1)

Для визначеної таким чином iмовiрностi мають мiсце наступнi властивостi:

1) ∀𝐴 ⊂ Ω 0 ≤ P(𝐴) ≤ 1,

2) P (Ω) = 1, P(∅) = 0,

3) якщо 𝐴 ∩𝐵 = ∅, то P(𝐴 ∪𝐵) = P(𝐴) + P(𝐵).

Якщо у визначеннi iмовiрностi ∀𝑖 𝑝𝑖 = 1/𝑛 (тобто всi елементарнi наслiдки рiвномо-
жливi), то таке визначення називають класичним. У цьому випадку

P(𝐴) =
|𝐴|
|Ω| , (2.2)

де |𝐴| – кiлькiсть елементiв множини 𝐴.

При застосуваннi останньої формули використовується, як правило, такий роздiл ма-
тематики як комбiнаторика. Нижче наведенi деякi формули та позначення з цього роздiлу,
якi найчастiше використовуються при пiдрахунках:

1) 𝑛! – число рiзних можливих перестановок з 𝑛 елементiв;

2)
𝑛!

𝑛1!𝑛2!...𝑛𝑚!
– число рiзних можливих перестановок з повтореннями, коли серед 𝑛 еле-

ментiв є 𝑛1 елементiв першого типу, 𝑛2 елементiв другого типу, ... , 𝑛𝑚 елементiв 𝑚-го
типу;

3) 𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
– число комбiнацiй з 𝑛 елементiв по 𝑘, в яких порядок елементiв не

враховується;

4) 𝐴𝑘
𝑛 =

𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
– число комбiнацiй з 𝑛 елементiв по 𝑘, в яких враховується порядок

елементiв;

5) 𝐶𝑘

𝑛 = 𝐶𝑛−1
𝑘+𝑛−1 =

(𝑘 + 𝑛− 1)!

𝑘! (𝑛− 1)!
– число комбiнацiй (без урахування порядку) з 𝑛 типiв

елементiв по 𝑘 з повтореннями.

Правило добутку комбiнаторики: якщо подiя 𝐴1 може вiдбутися 𝑛1 рiзними спосо-
бами, подiя 𝐴2 незалежно вiд цього може вiдбутися 𝑛2 рiзними способами, подiя 𝐴3 незалежно
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вiд цього може вiдбутися 𝑛3 рiзними способами... подiя 𝐴𝑚 незалежно вiд цього може вiдбути-
ся 𝑛𝑚 рiзними способами, то послiдовнiсть подiй 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑚 може вiдбутися 𝑛1 ·𝑛2 · . . . ·𝑛𝑚

рiзними способами.

Приклад 2.1

В номерi автомобiля спочатку записанi двi букви, потiм 4 цифри,
потiм ще двi букви.

а) Скiльки рiзних номерних знакiв може бути сформовано в такий спосiб, якщо вико-
ристовувати 17 лiтер українського алфавiту та будь-якi з 10 цифр?
б) Скiльки може бути номерних знакiв, в яких всi букви та цифри рiзнi?
в) всi цифри однаковi, а всi букви рiзнi?
г) всi цифри однаковi i букви однаковi?
д) всi цифри рiзнi?
е) цифрова частина складається з цифр 1, 2, 3, 4, першi двi букви однаковi, останнi двi
букви рiзнi i не такi, як першi?

Розв’язок: а) В загальному випадку, якщо немає обмежень щодо наборiв цифр
та букв, для формування номеру треба незалежним чином чотири рази обрати одну з
17 цифр та чотири рази – одну з 10 цифр. Згiдно правилу добутку загальна кiлькiсть
способiв, якими це можна зробити, дорiвнює

𝑛1 = 174 · 104.

б) В цьому випадку для формування номеру треба обрати впорядковану пiдмножину з
чотирьох букв (з множини, що мiстить 17 елементiв-лiтер) та впорядковану пiдмножину
з чотирьох цифр (з 10 можливих). Для цього двiчi скористаємось формулою 4) для
кiлькостi розмiщень (кiлькостi впорядкованих пiдмножин). Оскiльки вибiр букв i вибiр
цифр для номерного знаку – двi незалежнi подiї, якi проводяться одночасно, то згiдно
правилу добутку треба перемножити можливi кiлькостi способiв:

𝑛2 = 𝐴4
17 · 𝐴4

10.

в) В цьому випадку ми маємо вибрати лише одну з десяти цифр, яка i буде повторюва-
тись в номерi автомобiля (кiлькiсть способiв – 𝐶1

10 = 10), букви обираємо, як i в п. б),
загальна кiлькiсть способiв є добутком способiв вибору цифри i букв:

𝑛3 = 10 · 𝐴4
17.

г) Тут треба обрати одну цифру i одну букву. Маємо

𝑛4 = 10 · 17 = 170.
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д) Для цифрової частини обираємо впорядковану пiдмножину (𝐴4
10 способами), кожну

з чотирьох букв обираємо одним з 17 способiв:

𝑛5 = 𝐴4
10 · 174.

е) Кiлькiсть можливих варiантiв цифрової частини дорiвнює кiлькостi можливих пере-
становок чотирьох цифр (4!), для першої групи букв можна обрати лiтеру 17 способами,
для другої групи треба з 16 можливих букв (окрiм тої, яка була використана в першiй
частинi номеру) вибрати впорядковану пiдмножину, що мiстить двi лiтери, це можна
зробити 𝐴2

16 способами. Згiдно правилу добутку всi кiлькостi способiв сформувати рiзнi
групи перемножаємо. Остаточно маємо

𝑛6 = 4! · 17 · 𝐴2
16.

Приклад 2.2

Сергiйко лише почав вивчати теорiю ймовiрностей i йому здається, що ймовiр-

нiсть зустрiти динозавра має дорiвнювати
1

2
, бо є всього два можливi варiанти – ми

або зустрiнемо динозавра (𝜔1), або не зустрiнемо (𝜔2), тож Ω = {𝜔1, 𝜔2}, а оскiльки нас
цiкавить подiя 𝐴 = {𝜔1}, то за формулою (2.2) її ймовiрнiсть складе

𝑃 (𝐴) =
|𝐴|
|Ω| =

1

2
.

Чи не помилився Сергiйко?

Вказiвка: якщо уважно прочитати класичне визначення ймовiрностi, то легко
зрозумiти, в чому саме помилився Сергiйко :)
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Приклад 2.3

Нехай експеримент полягає в пiдкиданнi двох симетричних монет, тодi простiр
елементарних подiй буде складатись з чотирьох рiвноможливих результатiв:

Ω = {ГГ, ГР, РГ, РР}.

В цьому випадку ми потрапляємо в умови класичної ймовiрнiсної схеми i можемо отри-
мати ймовiрностi подiй за формулою (2.2). Наприклад, для подiї

𝐵 = {Випав хоча б один герб} = {ГГ, ГР, РГ}

маємо P(𝐵) = 3/4.

В iсторiї вiдомий парадокс, який впирається в некоректне визначення простору
елементарних подiй цього стохастичного експерименту:

Ω = {ГГ, ГР або РГ, РР},

тобто подiя 𝐴 = {ГР, РГ} трактувалася як елементарна i, слiдуючи ”аксiомi симетрiї”,
стверджувалось, що P{ГГ} = P{РР} = P(𝐴) = 1/3. (Помилка Д’Аламбера)

Оскiльки результати дослiдiв протирiчили такiй ймовiрнiснiй моделi, (спостере-
ження давали P{ГГ} = P{РР} = 1/4, P(𝐴) = 1/2), то описаний феномен був оголоше-
ний парадоксом, над вирiшенням якого билися багато вiдомих науковцiв. Прояснилося
все пiзнiше, пiсля чiткого формулювання незалежностi подiй.

Насправдi, якщо є бажання не враховувати порядок i обмежитись трьома еле-
ментарними подiями, оголосивши елементарнi подiї {ГР} та {РГ} одним результатом,
то в цьому випадку класична ймовiрнiсна схема не має мiсця, отже ймовiрностi подiй
треба шукати за бiльш загальною формулою (2.1).

Приклад 2.4

Знайти ймовiрнiсть того, що при пiдкиданнi двох симетричних гральних кубикiв
а) сума очок, що випала на двох кубиках, буде не менша 10 (подiя 𝐴);
б) добуток буде не бiльший за 3 (подiя 𝐵);
в) випаде парна кiлькiсть очок (подiя 𝐶).
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Розв’язок: Простiр елементарних подiй Ω даного стохастичного експерименту
складається з 36 рiвноможливих елементарних подiй, кожна з яких є парою чисел вiд 1
до 6:

Ω = {(1, 1), (1, 2), ..., (6, 6)}.

Подiя 𝐴 трапиться, якщо випадуть такi пари: {(5, 5), (5, 6), (6, 5), (6, 6)}. Згiдно (2.2) ма-
ємо P(𝐴) = 4/36 = 1/9.

Аналогiчно подiя 𝐵 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (3, 1)}, тобто її появi сприяють 5
рiвноможливих елементарних подiй, отже P(𝐵) = 5/36.

Для того, щоб трапилась подiя 𝐶, треба, щоб обидвi цифри, що випали, були або
парнi, або непарнi. Отже, якщо на перше мiсце може бути обрана будь-яка з 6 цифр,
то на друге – лише одна з трьох цифр тої ж парностi, що й перша цифра. Вiдповiдно
кiлькiсть пар, якi забезпечують появу подiї 𝐶 дорiвнює 𝑚 = 6 · 3 = 18, а ймовiрнiсть
P(𝐶) = 18/36 = 1/2.

Приклад 2.5

Симетричний гральний кубик пiдкидають 6 разiв. Яка ймовiрнiсть того, що ви-
падуть всi 6 граней?

Розв’язок: Елементарною подiєю цього експерименту є набiр з шести чисел, зна-
чення кожного з яких вiд 1 до 6. Загальна кiлькiсть таких наборiв (кiлькiсть елементiв
простору елементарних подiй) 66. Тепер треба порахувати кiлькiсть таких наборiв, в
яких присутнi всi 6 чисел. Це – кiлькiсть перестановок з 6 елементiв, яка дорiвнює 6!.
Вiдповiдно шукана ймовiрнiсть P(𝐴) = 6!/66.

Приклад 2.6

Серед 10 угод страхування авто 5 укладено на випадок кра-
дiжки, 3 – на випадок ушкоджень з вини автовласника та 2
– на випадок ушкоджень не з вини автовласника. Всi стра-
ховi випадки рiвноможливi. Знайти ймовiрнiсть того, що з
трьох страхових випадкiв:
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а) будуть рiвно два, що мають одну i ту саму причину;
б) всi випадки будуть мати рiзнi причини.

Розв’язок: нехай 𝐴 та 𝐵 означають подiї: 𝐴 = {з трьох страхових випадкiв
будуть рiвно два, що мають одну i ту саму причину}, 𝐵 = {всi випадки мають рiзнi
причини}. Тодi

P(𝐴) =
𝐶2

5𝐶
1
5 + 𝐶2

3𝐶
1
7 + 𝐶2

2𝐶
1
8

𝐶3
10

=
79

120
,

P(𝐵) =
5 · 3 · 2
𝐶3

10

=
1

4
.

Приклад 2.7

�
Iз 7 секретних файлiв агент ФБР Фокс Малдер закодував 3. Наступного
дня агент ФБР Дана Скалi взяла 5 секретних файлiв. Знайти ймовiрнiсть
того, що 2 взятих файли виявляться закодованими.
Розв’язок: Ймовiрнiсть шуканої подiї 𝐴 = {2 взятих файли виявляться

закодованим} складе

P(𝐴) =
𝐶2

3𝐶
3
4

𝐶5
7

=
4

7
,

бо всього iснує 𝐶5
7 способiв обрати 5 файлiв iз 7, серед яких є саме 𝐶2

3𝐶
3
4 варiантiв, коли 2

файли будуть закодованi (бо всього закодованих 3) i 3 = 5 - 2 файли будуть незакодованi
(бо незакодованих файлiв, очевидно, 7 - 3 = 4).

Вiдповiдь: 4/7.

Приклад 2.8

При грi в бридж повна колода (52 карти) роздається чотирьом гравцям по 13
карт кожному. Яка ймовiрнiсть того, що
а) один з гравцiв отримає всi чотири туза;
б) один з гравцiв отримає всi чотири туза, а iнший – всi чотири короля?
Розв’язок: Елементарними подiями стохастичного експерименту, який полягає у вiд-
повiднiй роздачi гральних карт, є всi можливi набори з 13 карт у чотирьох гравцiв.
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Причому порядок гравцiв є суттєвим, порядок карт на руках у кожного окремого грав-
ця – нi. Отже, загальна кiлькiсть всiх таких наборiв (загальна кiлькiсть елементарних
подiй цього експерименту) можна обчислити або користуючись формулою перестановок
з повтореннями, або формулами комбiнацiй:

𝑛 = |Ω| = 52!

13!13!13!13!
= 𝐶13

52𝐶
13
39𝐶

13
26𝐶

13
13 =

52!

(13!)4
.

Для того, щоб знайти потрiбнi ймовiрностi, знайдемо, скiльки елементарних подiй за-
безпечують появу подiї у випадках а), б) (будемо позначати їх 𝐴 i 𝐵 вiдповiдно).

а) Гравець, у якого мають бути всi тузи, може бути обраний 4 способами. Окрiм
тузiв у нього є ще 9 карт. Отже, кiлькiсть способiв розподiлити колоду без тузiв можна
пiдрахувати знову за допомогою формули перестановок з повтореннями, а кiлькiсть
роздач, що вiдповiдають подiї 𝐵

𝑚𝐵 = |𝐵| = 4 · 48!

9!(13!)3
,

а ймовiрнiсть цiєї подiї

𝑃 (𝐵) =
𝑚𝐵

𝑛
=

4 · 48!
9!(13!)3

52!
(13!)4

≈ 0.01.

Якщо йдеться про випадiння всiх тузiв конкретному гравцю, ця ймовiрнiсть буде в 4
рази менша.

б) Гравцi, якi мають королiв та тузiв, можуть бути обранi 𝐴2
4 способами, оскiльки

в даному випадку порядок має значення. Розподiлити карти вказаним чином можна

𝑚𝐶 = |𝐶| = 𝐴2
4 ·

44!

(9!)2(13!)2
,

а ймовiрнiсть цiєї подiї

𝑃 (𝐶) =
𝑚𝐶

𝑛
=
𝐴2

4 · 44!
(9!)2(13!)2

52!
(13!)4

≈ 0.00012.
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Приклад 2.9

Пiсля прання з 10 рiзних пар шкарпеток зникло 6 шкар-
петок.
а) Яка ймовiрнiсть оптимiстичного сценарiю: лишилося
7 повних пар шкарпеток?
б) Яка ймовiрнiсть найгiршого випадку: лишилося ли-

ше 4 пари шкарпеток?

Розв’язок: В результатi стохастичного експерименту маємо 𝐶6
20 можливих спосо-

бiв вибрати 6 шкарпеток з 20.
а) З того, що лишилося в наявностi, можна зiбрати 7 повних пар, якщо втрачено обидвi
шкарпетки з трьох пар. Цi три пари можна обрати 𝐶3

10 способами. Отже, ймовiрнiсть
оптимiстичного сценарiю

P(𝐴) =
𝐶3

10

𝐶6
20

≈ 0.0031.

б) З того, що лишилося, можна обрати лише чотири повних пари, якщо загублено
по однiй шкарпетцi з рiзних шiстьох пар. Цi 6 пар можна обрати 𝐶6

10 способами, причому
є по двi можливi шкарпетки в кожнiй парi, якi є можливiсть згубити. Отже, є 𝐶6

10 · 26
способiв вибрати з 20 шкарпеток таким чином, щоб лишилося лише 4 повних пари.
Ймовiрнiсть цього

P(𝐵) =
𝐶6

10 · 26
𝐶6

20

≈ 0.3467.

Зауважимо, що найгiрший сценарiй бiльш, нiж в 100 разiв ймовiрнiший за найкращий.

Приклад 2.10

В ряд з 2𝑁 мiсць довiльним чином розсаджуються 𝑁 хло-
пцiв та 𝑁 дiвчат. Яка ймовiрнiсть того, що нiякi дiвчата не
сидiтимуть поруч?

Розв’язок: Загальна кiлькiсть способiв розсадити 2𝑁 осiб дорiвнює кiлькостi їх пере-
становок: 𝑛 = (2𝑁)!

Знайдемо кiлькiсть перестановок, в яких нiякi двi дiвчини не сидять поруч. Це
означає, що мiж усiма дiвчатами має сидiти хоча б один хлопець. Мiнiмальна необхiдна
для цього кiлькiсть хлопцiв – (𝑁 − 1). 𝑁 -тий хлопець може сидiти або поруч з iншим
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хлопцем (таких можливостей 𝑁 − 1), або з лiвого чи з правого краю. Отже, загальна
кiлькiсть послiдовностей з дiвчат та хлопцiв, де дiвчата не сидять поруч – 𝑁 + 1. В
кожнiй з цих послiдовностей дiвчата можуть мiнятися мiсцями, а отже розмiщатися 𝑁 !

способами, хлопцi також можуть в кожнiй з послiдовностей розмiщатися 𝑁 ! способами.
Вiдповiдно, загальна кiлькiсть елементарних подiй, якi задовольняють нашу умову, (𝑁+

1)(𝑁 !)2. Шукана ймовiрнiсть

P(𝐴) =
(𝑁 + 1)(𝑁 !)2

(2𝑁)!
.

Задача 2.1. В групi 25 студентiв. Скiлькома способами можна обрати серед них старосту
та двох заступникiв?

Задача 2.2. В понедiлок 8 урокiв. Скiлькома способами можна скласти розклад з рiзних
урокiв на цей день, якщо викладається 12 предметiв? Скiлькома способами можна скласти
розклад, щоб кожен предмет повторювався двiчi?

Задача 2.3. Наявнi тканини 6 кольорiв. Скiлькома способами можна зшити прапор
а) з двох горизонтальних смуг рiзного кольору?
б) з трьох горизонтальних смуг рiзного кольору?
в) з трьох смуг, колiр яких може повторюватися?

Задача 2.4. В конкурсi беруть участь 20 студентських робiт. Скiлькома способами можуть
бути розподiленi три премiї, якщо розмiр премiї однаковий? Якщо премiї вiдрiзняються?

Задача 2.5. 12-томне видання творiв Джека Лондона розставляють на полицi у випадковому
порядку. Скiлькома способами можна це зробити? Скiлькома способами можна це зробити
таким чином, щоб томи 1-4 стояли поруч в порядку зростання? поруч в порядку зростання
чи спадання?

Задача 2.6. В програмi курсу 25 тем. Студент знає 20 з них. Скiлькома способами може
бути сформований екзаменацiйний бiлет з п’яти питань, в якому студент знатиме принаймнi
4?

Задача 2.7. При грi в костi для виграшу треба, щоб при пiдкиданнi трьох кубикiв при-
наймнi двiчi випало 5 або 6 очкiв. Скiлькома способами це може трапитись? Скiльки всього
результатiв можливi при пiдкиданнi трьох симетричних гральних кубикiв?

Задача 2.8. По дорозi до унiверситету професор може на першiй дiлянцi шляху сiсти в
одну з трьох маршруток, а потiм пересiсти на одну з шести маршруток. Скiлькома рiзними
способами вiн може доїхати до унiверситету?

Задача 2.9. Скiльки тризначних чисел можна написати за допомогою цифр 0, 1, 2, 3, 4,
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5? Скiльки чисел серед них буде таких, що цифри не повторюються? Якщо число має бути
кратним 5?

Задача 2.10. В номерi автомобiля спочатку записанi двi букви, потiм 4 цифри, потiм ще
двi букви. Скiльки рiзних номерних знакiв може бути сформовано в такий спосiб, якщо
використовувати 17 лiтер українського алфавiту?

Задача 2.11. В шаховому турнiрi беруть участь 𝑛 учасникiв. Скiльки партiй буде зiграно,
якщо кожнi 2 учасника мають зустрiтися по одному разу?

Задача 2.12. Скiлькома способами можна розмiстити на шахiвницi розмiром 𝑛 × 𝑛 𝑚 тур
таким чином, щоб вони не били одна одну (𝑚 ≤ 𝑛)?

Задача 2.13. В пирiжковiй продається 7 видiв солодких пирiжкiв та 6 видiв солоних. Скiль-
кома способами можна вибрати 5 пирiжкiв? Скiлькома спобобами можна вибрати пирiжки
так, щоб серед них було два солоних i три солодких?

Задача 2.14. Скiльки кiсток домiно можна утворити, використовуючи числа 1, 2, ..., 𝑛?

Задача 2.15. В групi навчається 25 студентiв. Скiлькома способами можна обрати серед
них 4 куратора молодшого курсу? 2 офiцiйних куратора i 4 тiньових куратора молодшого
курсу? 4 куратора для чотирьох рiзних груп молодшого курсу?

Задача 2.16. В лiфт готелю на нульовому поверсi заходить 10 пасажирiв. Скiлькома спосо-
бами вони можуть вийти з лiфту, який зупинятиметься на 15 поверхах? Скiльки серед них
способiв, коли всi пасажири виходять на рiзних поверхах?

Задача 2.17. На курсi 10 груп по 25 студентiв в кожнiй. Скiлькома способами можна обрати
по 2 представника з кожної групи в студентський парламент?

Задача 2.18. Якщо розвернути лист паперу на 180∘, то цифри 0, 1, 8 не змiнюються, а 6 та
9 переходять одна в одну. Скiльки iснує семизначних чисел, величина яких не змiниться при
розворотi листа паперу на 180∘?

Задача 2.19. В чемпiонатi країни по футболу в вищiй лiзi беруть участь 18 команд. Ко-
манди, якi зайняли першi три мiсця, отримують золоту, срiбну та бронзову медалi. Команди,
якi опинилися на останнiх двох мiсцях, залишають вищу лiгу. Скiльки може бути рiзних
результатiв чемпiонату?

Задача 2.20. Скiльки дiагоналей можна провести в опуклому 𝑛-кутнику?

Задача 2.21. Розглянемо прямокутну сiтку квадратiв (”шахове мiсто”), яка складається з
𝑚 × 𝑛 квадратiв, роздiлених 𝑛 − 1 горизонтальними та 𝑚 − 1 вертикальними ”вулицями”.
Скiльки рiзних найкоротших шляхiв iснує з лiвої нижньої точки (з координатами (0, 0)) в
праву верхню точку (з координатами (𝑚,𝑛))?

Задача 2.22. Скiльки пiдмножин має множина, що мiстить 𝑛 елементiв (порожня множина
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також є пiдмножиною будь-якої множини)?

Задача 2.23. В кiмнатi є 10 джерел свiтла. Скiлькома способами можна освiтити кiмнату?

Задача 2.24. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, ..., 2𝑛} таким чином,
щоб кожне парне число мало парний номер?

Задача 2.25. Скiлькома способами можна впорядкувати множину {1, 2, ..., 2𝑛} таким чином,
щоб кожне парне число та кожне число, кратне трьом, мало номер, кратний 2 та 3 вiдповiдно?

Задача 2.26. Скiльки є перестановок з 𝑛 елементiв, в яких заданi два елементи не стоять
поруч?

Задача 2.27. Студенту треба протягом 12 днiв здати 4 iспити. Скiлькома способами можна
це зробити, якщо в один день не може бути бiльше одного iспиту?

Задача 2.28. Студенту протягом 14 днiв треба здати 4 iспити та 6 залiкiв. Скiлькома
способами це можна зробити, якщо в один день може бути або один iспит, або будь-яка
кiлькiсть залiкiв?

Задача 2.29. Скiльки iснує перестановок з 𝑛 елементiв, в яких мiж двома певними елемен-
тами стоять рiвно 𝑟 елементiв?

Задача 2.30. На семiнар приготували доповiдi 4 студенти: А, B, C i D. Скiлькома способами
можна впорядкувати їхнi доповiдi, якщо доповiдь студента D не може бути ранiше за доповiдь
студента A?

Задача 2.31. Скiльки рiзних слiв можна утворити перестановкою букв в словi ”математика”?

Задача 2.32. Скiлькома способами можна роздiлити 100 студентiв на 4 групи по 25 студентiв
в кожнiй?

Задача 2.33. Скiлькома способами можна роздiлити 3 варiанти контрольної роботи мiж 21
студентом так, щоб 6 студентiв писало варiант 1, 7 – варiант 2, 8 – варiант 3? Так, щоб кожен
варiант писало по 7 студентiв?

Задача 2.34. 𝑛 однакових куль розкладають навмання в 𝑁 урнах. Довести, що
а) кiлькiсть рiзних способiв розмiщення дорiвнює 𝐶𝑛

𝑁+𝑛−1 = 𝐶𝑁−1
𝑁+𝑛−1;

б) кiлькiсть розмiщень, коли в кожнiй урнi є принаймнi одна куля, дорiвнює 𝐶𝑁−1
𝑛−1 .

Задача 2.35. Скiлькома способами можна розподiлити 𝑛 однакових подарункiв серед 𝑁

дiтей? Скiльки серед них способiв, коли кожна дитина отримає принаймнi один подарунок?

Задача 2.36. 12-томне видання творiв Джека Лондона поставили на полку у випадковому
порядку. Яка ймовiрнiсть того, що томи будуть стояти або в порядку зростання, або в порядку
спадання?

Задача 2.37. На 10 картках написано лiтери А, А, А, Е, К, М, М, Т, Т, И. Знайти ймовiрнiсть
того, що при випадковому розмiщеннi цих карток отримаємо слово МАТЕМАТИКА.
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Задача 2.38. Дано 5 вiдрiзкiв довжиною 1, 3, 5, 7 та 9 см. Яка ймовiрнiсть того, що випад-
ково обранi три вiдрiзки утворять трикутник?

Задача 2.39. Шiсть чоловiкiв пробують вiдгадати невiдомий їм результат пiдкидання граль-
ного кубика. Яка ймовiрнiсть того, що це вдасться зробити хоча б одному з них?

Задача 2.40. Чотиритомну збiрку творiв розмiщують на полицi навмання. Обчислити ймо-
вiрнiсть того, що томи будуть стояти в порядку зростання.

Задача 2.41. Якщо у цьому збiрнику задач обрати навмання одну зi сторiнок, на яких є
номер сторiнки, то яка ймовiрнiсть того, що
а) номер сторiнки буде меншим за 55?
б) номер сторiнки буде мiстити цифру 0?

в) усi цифри номеру сторiнки будуть парнi?
г) усi цифри номеру сторiнки будуть рiзнi?

Задача 2.42. Якщо у цьому запитанi навманя обрати одне слово, то яка ймовiрнiсть того,
що слово написано з помилкою?

Задача 2.43. Обчислити ймовiрнiсть того, що чотиризначний номер навмання обраного у
великому мiстi автомобiля:
а) складається з рiзних цифр;
б) має тiльки двi однаковi цифри;
в) має двi пари однакових цифр;

г) має тiльки три однаковi цифри;
д) складається з однакових цифр.

Задача 2.44. У записаному телефонному номерi 259-0. . . останнi три цифри стерлись. Зна-
йти ймовiрностi наступних подiй: А = {стерлись рiзнi цифри, вiдмiннi вiд 0 та 1}, В = {стер-
лись однаковi цифри}.

Задача 2.45. З множини {1, 2, ..., 𝑁} випадковим чином вибирають 𝑘 чисел. Знайти ймо-
вiрностi таких подiй: а) всi вибранi значення кратнi 𝑞; б) рiвно два числа кратнi 𝑞; в) хоча б
одне з вибраних дiлиться нацiло на 𝑞.

Задача 2.46. Знайти ймовiрнiсть 𝑝𝑁 того, що навмання вибране число з множини {1, 2, ...,
𝑁} кратне 𝑞 (𝑞 < 𝑁). Обчислити lim

𝑛→∞
𝑝𝑁 .

Задача 2.47. Пiдкидають 𝑛 гральних кубикiв. Яка ймовiрнiсть того, що випадуть 𝑛1 оди-
ниць, 𝑛2 двiйок, ... ,𝑛6 шiсток (𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛6 = 𝑛)?

Задача 2.48. У ящику лежать червонi та чорнi шкарпетки. Якщо iз ящика навмання вийня-
ти двi шкарпетки, то ймовiрнiсть того, що обидвi з них червонi, дорiвнює 1/2. Яке найменше
можливе число шкарпеток у ящику?

Задача 2.49. Марiйка розкладає число 𝑎 = 102023 на два множника 𝑎 = 𝑏 · 𝑐, обираючи
можливi множники навмання. Яка ймовiрнiсть того, що жодне з чисел 𝑏, 𝑐 не закiнчується
на 0?

22



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

�
Задача 2.50. У групi є 𝑛 студентiв. Яка ймовiрнiсть того, що принаймнi у двох з
них збiгаються днi народження? Розв’язати задачу в загальному виглядi, та, зокрема,
для 𝑛 = 23.

Задача 2.51. Знайти ймовiрнiсть того, що:
а) днi народження 12 чоловiк припадають на 12 рiзних мiсяцiв року;
б) днi народження 6 чоловiк припадуть точно на 2 мiсяцi року.

Задача 2.52. Обчислити ймовiрнiсть того, що для даних тридцяти осiб з 12 мiсяцiв року
на 6 мiсяцiв припадає по два днi народження, а на 6 - по 3 днi народження.

Задача 2.53. У лiфтi знаходиться сiм пасажирiв. Лiфт зупиняється на десяти поверхах.
Яка ймовiрнiсть того, що жоднi два пасажири не вийдуть на одному поверсi?

Задача 2.54. Яка ймовiрнiсть того, що при пiдкиданнi 5 симетричних монет випадуть i
герби, i решки?

Задача 2.55. У три вагони заходять дев’ять пасажирiв. Яка ймовiрнiсть того, що:
а) у перший вагон зайде три пасажири?
б) у кожен вагон зайде по три пасажири?
в) в один з вагонiв зайде чотири, в другий – три i в третiй – два пасажири?

Задача 2.56. Знайти ймовiрнiсть того, що при пiдкиданнi шести гральних кубикiв одиниця
з’явиться хоча б один раз.

Задача 2.57. Гравець A кидає шiсть гральних кубикiв i виграє, якщо випадає хоча б одна
одиниця. Гравець B кидає 12 гральних кубикiв i виграє, якщо випаде хоча б двi одиницi. У
кого бiльша ймовiрнiсть виграти?

Задача 2.58. Що бiльш ймовiрно: отримати хоча б одну одиницю при пiдкиданнi чотирьох
гральних кубикiв, чи хоча б одну пару одиниць при 24 кидках двох гральних кубикiв?

Задача 2.59. Кидають 12 гральних кубикiв. Яка ймовiрнiсть того, що кожне число з’явиться
2 рази?

Задача 2.60. Серед 𝑛 осiб видiлено особу A i особу B. Усi 𝑛 осiб шикуються у шеренгу в
будь-якому порядку. Яка ймовiрнiсть того, що мiж A i B буде рiвно 𝑟 осiб?

Задача 2.61. Десять чоловiкiв i десять жiнок випадковим чином подiлено на пари. Знайти
ймовiрнiсть того, що кожна пара складається з осiб протилежної статi.

Задача 2.62. У 𝑛 урнах випадковим чином розмiщено 𝑛 куль. Знайти ймовiрнiсть того, що
кожна урна буде зайнята.

Задача 2.63. Кожен з 50 штатiв представлено двома сенаторами. Розглянемо подiї, якi
полягають у тому, що у комiтетi з 50 випадково обраних сенаторiв:
а) представлено фiксований штат; б) представленi усi штати.
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Пiдрахувати ймовiрностi подiй а) i б).

Задача 2.64.* а) Знайти ймовiрнiсть того, що при випадковому розмiщеннi 𝑛 куль по 𝑛

урнах рiвно одна урна залишиться порожня.
б) Дати вiдповiдь в загальному випадку та при 𝑛 = 5 та 𝑛 = 3.
в) Знайти помилку в наступному розв’язку цiєї задачi при 𝑛 = 3: з усiх 10 варiантiв (0, 1, 2),
(0, 2, 1), (1, 0, 2), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (2, 1, 0), (0, 0, 3), (0, 3, 0), (3, 0, 0), (1, 1, 1) нам пiдходять
лише шiсть перших, тому шукана ймовiрнiсть складе 6/10 = 0.6.

Задача 2.65. Випадковим чином з чисел 1, 2, . . . , 𝑛 обрано два рiзнi числа (порядок їх
обирання значення не має, тобто обрану пару (2, 5) та (5, 2) вважаємо одним i тим же
елементарним наслiдком). Яка ймовiрнiсть того, що одне з них буде строго менше, а друге
строго бiльше вiд заданого числа 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}? Дати вiдповiдь, зокрема, при 𝑛 = 3, 𝑘 = 2.

Задача 2.66.* В черзi до каси стоїть 2𝑛 осiб, з яких 𝑛 осiб має лише банкноти по 10 гривень,
а решта - по 5 гривень. На початку грошей у касi немає. Кожна особа повинна купити один
бiлет цiною у 5 гривень. Яка ймовiрнiсть того, що жодна особа не буде чекати на решту?

Задача 2.67. Випадковим чином розмiщено 𝑟 куль по 𝑛 урнах. Знайти ймовiрнiсть того, що
фiксована урна буде мiстити рiвно 𝑘 куль.

Задача 2.68.* В урнi є 𝑚 бiлих та 𝑛 чорних куль (𝑚 > 𝑛). Кожного разу з урни випадково
виймають по однiй кулi. Яка ймовiрнiсть того, що в деякий момент число вийнятих бiлих i
чорних куль буде однаковим?

Задача 2.69. З колоди карт у 32 карти два рази виймають по однiй картi без повернення.
Яка ймовiрнiсть того, що:
а) лише одна з цих карт буде валет? б) принаймнi одна з цих карт буде валет?

Задача 2.70. З колоди у 𝑁 карт (𝑁 = 32, 36, 52) гравець отримує п’ять карт. Знайти
ймовiрнiсть того, що цей гравець буде мати п’ять карт рiзних значень.

Задача 2.71. При грi у бридж мiж чотирма гравцями роздається колода у 52 карти. Знайти
ймовiрнiсть того, що фiксований гравець буде мати тринадцять карт рiзних значень.

Задача 2.72. При грi у бридж мiж чотирма гравцями роздається колода у 52 карти. Знайти
ймовiрнiсть того, що фiксований гравець буде мати тринадцять карт однiєї мастi.

Задача 2.73. При грi у бридж мiж чотирма гравцями роздається колода у 52 карти. Знайти
ймовiрнiсть того, що у кожного з гравцiв будуть всi найменування карт вiд двiйки до туза.

Задача 2.74. Знайти ймовiрнiсть того, що при роздаваннi 52 карт при грi у бридж (коли
гравцi отримують по 13 карт) кожний гравець отримає туза.

Задача 2.75. Знайти ймовiрнiсть того, що у деякого гравця у бридж буде 5 пiк, 4 черви, 3
бубни i 1 хрест.
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Задача 2.76. Знайти ймовiрнiсть того, що при роздаваннi карт у бридж (52 карти на 4
гравцiв) фiксований гравець отримає рiвно 𝑘 тузiв.

Задача 2.77. Знайти ймовiрнiсть того, що при роздаваннi карт у бридж гравець A отримає
𝑚, а гравець B - 𝑛 пiк.

Задача 2.78. Чому дорiвнює ймовiрнiсть того, що при роздаваннi карт у бридж у гравцiв
A i B разом буде рiвно 𝑘 тузiв?

Задача 2.79. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 - чотири невiд’ємних цiлих числа такi, що 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 13.
Знайти ймовiрнiсть того, що фiксований гравець у бридж при роздаваннi карт буде мати 𝑎

пiк, 𝑏 черв, 𝑐 бубен i 𝑑 хрест.

Задача 2.80.* Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 - чотири невiд’ємних цiлих числа такi, що 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 13.
Знайти ймовiрнiсть того, що при роздаваннi карт у бридж гравцi A, B, C, D мають 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑
пiк вiдповiдно.

Задача 2.81. Знайти ймовiрнiсть того, що серед 𝑟 = 16 карт, випадково обраних з колоди у
𝑁 = 52 листа, буде рiвно 𝑘 = 1 туз.

Задача 2.82. Знайти ймовiрнiсть того, що кожен з двох наборiв карт має рiвно 𝑘 тузiв,
якщо кожен набiр складається з r карт i вибiр провадиться:
а) з однiєї колоди для гри у бридж;
б) з двох таких колод.

Задача 2.83. Колода карт для гри у бридж (52 карти) ретельно перемiшується i далi
послiдовно зверху беруть по однiй картi. Знайти ймовiрностi 𝑝1(𝑟), 𝑝2(𝑟), 𝑝3(𝑟), 𝑝4(𝑟) того, що,
вiдповiдно, перший, другий, третiй i четвертий туз з’явиться на 𝑟-ому кроцi.

Задача 2.84. Знайти iмовiрнiсть того, що при випадковому розташуваннi 52-ох карт для
гри у бридж нiякi два тузи не будуть знаходитись поруч.

Задача 2.85. Кожна з 𝑛 палиць ламається на двi частини – довгу i коротку. Далi цi 2𝑛
уламкiв з’єднуються у 𝑛 пар, кожна з яких утворює нову палицю. Знайти iмовiрнiсть того,
що:
а) частини будуть об’єднанi у початковому порядку;
б) усi довгi частини будуть об’єднанi з короткими.

Задача 2.86. На полицi стоять 20 книжок. З них випадковим чином вибирається 7. Яка
ймовiрнiсть, що хоча б якiсь з вибраних книжок стояли поруч?

Задача 2.87. Статистика Максвелла-Больцмана. Кожна з 𝑛 рiзних частинок потрапляє
в один з 𝑁 лiчильникiв. Знайти ймовiрнiсть того, що
а) перший, другий,. . . , 𝑁 -й лiчильник зареєструє вiдповiдно 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑁 частинок, якщо
𝑛1 + 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑁 = 𝑛;
б) даний лiчильник зареєструє 𝑘 частинок.
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Задача 2.88. Статистика Бозе-Ейнштейна. Кожна з 𝑛 однакових частинок потрапляє
в один з 𝑁 лiчильникiв. Знайти ймовiрнiсть того, що перший, другий,. . . , 𝑁 -й лiчильник
зареєструє вiдповiдно 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑁 частинок (𝑛1 + 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑁 = 𝑛), якщо рiвноможливими
вважаються розмiщення, якi вiдрiзняються кiлькiстю частинок, зареєстрованих лiчильника-
ми. Довести, що ймовiрнiсть того, що даний лiчильник зареєструє 𝑘 частинок, дорiвнює

𝑝𝑘 =
𝐶𝑛−𝑘

𝑁+𝑛−𝑘−2

𝐶𝑛
𝑁+𝑛−1

.

Довести, що при 𝑁 > 2 послiдовнiсть {𝑝𝑘, 𝑘 ≥ 0} спадна. Знайти ймовiрнiсть того, що рiвно
𝑚 лiчильникiв не зареєструє жодної частинки.

Задача 2.89. Статистика Фермi-Дiрака. Кожна з 𝑛 однакових частинок реєструється
одним з 𝑁 лiчильникiв (𝑛 < 𝑁). Яка ймовiрнiсть того, що перший, другий,. . . , 𝑁 -й лiчильник
зареєструє вiдповiдно 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑁 частинок (𝑛1 + 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑁 = 𝑛), якщо рiвноможливими
вважаються розмiщення, якi задовольняють «принцип Паулi» (кожен лiчильник реєструє не
бiльше однiєї частинки).

Задача 2.90. Група з 2𝑁 хлопцiв i 2𝑁 дiвчат роздiлена на двi рiвнi частини. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що кожна частина буде мати однакове число хлопцiв i дiвчат.

Задача 2.91. У продаж надiйшло 𝑛 лотерейних бiлетiв, серед яких 𝑚 виграшних. Яка
ймовiрнiсть хоча б одного виграшу при купiвлi 𝑘 бiлетiв?

Задача 2.92. Учасник лотереї «Спортлото» 6 iз 49 заповнив одну картку. Яка ймовiрнiсть
того, що вiн вгадає чотири номери?

Задача 2.93. Учасник лотереї «Спортлото» 6 з 49 заповнив двi картки таким чином, що
усi закресленi ним номери на обох картках рiзнi. Знайти ймовiрнiсть того, що вiн не вгадав
жодного номера.

Задача 2.94. Двi картки «Спортлото» 6 iз 49 заповненi наступним чином: (4.12, 38.20, 41.46),
(4.12, 38.20, 41.49). Яка ймовiрнiсть того, що на кожнiй карточцi буде вгадано рiвно три но-
мери?

Задача 2.95.* У комiрчинi лежить 𝑛 пар чобiт. З них випадковим чином обирають 2𝑟 чобiт
(2𝑟 < 𝑛). Знайти ймовiрнiсть того, що серед обраних чобiт:
а) немає жодної пари;
б) є рiвно одна пара.

Задача 2.96. Вибирається навмання один член визначника 𝑛-го порядку. Яка ймовiрнiсть
того, що вiн не мiстить елементiв головної дiагоналi?

Q Q Q Q Q Q Q
Задача 2.97.* Написано 𝑛 листiв, але адреси на конвертах написанi навмання. Яка ймо-

вiрнiсть того, що:
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а) принаймнi один з адресатiв одержить призначений для нього лист?
б) У пунктi а) пiдрахувати граничне значення ймовiрностi при 𝑛→ ∞.

в) 𝑚 адресатiв одержать призначенi для них листи?

Задача 2.98. Маємо 6 олiвцiв рiзного кольору i 6 футлярiв до них тих самих кольорiв.
Олiвцi навмання розкладають по футлярах. Знайти iмовiрнiсть того, що жоден iз них не
буде у своєму футлярi.

Задача 2.99. Група з 24 студентiв, серед яких 5 вiдмiнникiв, довiльно розбивається порiвну
на двi пiдгрупи. Знайти ймовiрнiсть того, що три вiдмiнники будуть у першiй пiдгрупi (подiя
𝐴).

Задача 2.100. Фокусник пропонує трьом глядачам задумати число вiд 1 до 10. Вважаючи
вибiр числа кожним з учасникiв будь-якого числа рiвноймовiрним та незалежним вiд iнших
учасникiв, знайти ймовiрнiсть того, що у когось з них задуманi числа спiвпадуть.

Задача 2.101. Чи однаковими є ймовiрностi того, що випадково обрана особа народилася в
недiлю та того, що двi випадково обранi особи народилися в один день тижня?

Задача 2.102. Набираючи номер телефона, абонент забув двi останнi цифри. Проте вiн
пам’ятає, що одна з них – непарна, а одна – нуль. Знайти ймовiрнiсть того, що вiн набере
правильний номер.

Задача 2.103. Учасник лотереї «Спортлото» закреслює 6 чисел з 49. Повний виграш отри-
мує той, хто вгадає всi 6 цифр. Виграш отримають також тi, хто вгадав принаймнi три числа.
Знайти ймовiрнiсть
а) повного виграшу в «Спортлото»;
б) вгадати 5, 4 та 3 числа;
в) отримати якийсь виграш;
г) не вгадати жодного числа.

Задача 2.104. Навмання обирається чотиризначне число. Яка ймовiрнiсть того, що
а) число є симетричним (наприклад, 2552);
б) число кратне 5;
в) число складене лише з парних цифр;
г) число складене лише з непарних цифр.

Задача 2.105. Десять студентiв домовились їхати разом одним поїздом, в якому 10 ваго-
нiв, проте не домовились про вагон. Вважаючи вибiр вагона студентами випадковим, яка
ймовiрнiсть того, що всi вони будуть в рiзних вагонах.

Задача 2.106. Два гравця, рiвних по силi гри, грають в певну гру (нiчиєї бути не може).
Той, хто першим виграє 4 партiї, отримає 1 млн грн. Гра була перервана, коли рахунок був
2:1. Продовжити гру неможливо. Як роздiлити грошi мiж гравцями?

Задача 2.107. В лотереї розiгруються 500 автомобiлiв серед 2 млн учасникiв за номером
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реєстрацiї. Виграшнi номери визначаються комп’ютерною програмою, причому ця програма
не виключає номер, який вже виграв, зi списку при подальших розiграшах. Яка ймовiрнiсть
того, що хтось виграє два або бiльше автомобiля?

Задача 2.108. Рядок, в якому записано лише дужки, що вiдкриваються чи закриваються,
назвемо правильною дужковою послiдовнiстю (ПДП), якщо виконуються такi три умови:

• порожнiй рядок є ПДП;
• якщо ПДП взяти в дужки, то вона залишиться ПДП;
• якщо злiва чи справа до ПДП дописати якусь ПДП, то також отримаємо ПДП.

Приклад ПДП: ( ( ) ( ) ) ( )( )
Петрик записує рядок iз 𝑛 символiв, кожен з яких обирає навмання – або лiва дужка (вiд-
кривається), або права дужка (закривається). Яка ймовiрнiсть того, що в результатi Петрик
отримає ПДП, якщо
a) 𝑛 = 4; б) 𝑛 = 5; в) 𝑛 = 2024 ?

𝑥

𝑦

0
0

1

2

3

4

1 2 3 4 5
𝐴

𝐵

𝑀

Рис. 2.1: до задачi 2.109

Задача 2.109. Рух на множинi точок {(𝑖, 𝑗)| 𝑖 = 0 . . . 5, 𝑗 = 0 . . . 4} (див. 2.1) починається
у точцi 𝐴(0, 0) i у кожнiй точцi рух здiйснюється навмання у одному з двох дозволених
напрямкiв (вгору або праворуч, – наприклад з точки (0, 0) перейти можна або в точку (0, 1),
або в точку (1, 0)) або лише в одному з них (якщо вибору немає, – наприклад з точки (0, 4)

перейти можна лише в точку (1, 4)). Врештi маршрут закiнчиться в точцi 𝐵(5, 4). Далi пiд
маршрутом будемо мати на увазi лише маршрут з 𝐴(0, 0) до 𝐵(5, 4).

a) Яка довжина кожного маршруту?
б) Скiльки усього є рiзних маршрутiв?
в) Скiльки усього є рiзних маршрутiв, якi проходять через току 𝑀(3, 3)?
г) Яка ймовiрнiсть, що маршрут пройде через току 𝑀(3, 3)?
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3 ЗЛIЧЕННА ЙМОВIРНIСНА СХЕМА

Побудуємо ймовiрнiсну модель для стохастичного експерименту iз злiченною множи-
ною елементарних подiй Ω = {𝜔1, 𝜔2, ..., 𝜔𝑛, ...}. Як i у випадку скiнченного Ω, подiєю будемо
називати довiльну пiдмножину з Ω, i нехай ℜ - множина усiх подiй. Для будь-якої подiї
𝐴 = {𝜔𝑖1 , 𝜔𝑖2 , ..., 𝜔𝑖𝑚 , ...} ⊆ Ω ймовiрнiсть P(𝐴) визначимо наступним чином. Вiзьмемо послi-

довнiсть чисел 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛, ... таку, що 𝑝𝑖 ≥ 0,
∞∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1. Тодi за визначенням

P(𝐴) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑝𝑖𝑚 .

Трiйку (Ω,ℜ,P) будемо називати злiченною ймовiрнiсною схемою. Як i в скiнчен-
нiй схемi 𝑝𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... є ймовiрностями елементарних подiй. Ймовiрнiсть P(·) має наступнi
властивостi:

1) P(𝐴) ≥ 0 для будь-якої подiї 𝐴 ∈ ℜ;

2) P(Ω) = 1;

3) якщо 𝐴1, ..., 𝐴𝑛, ... ∈ ℜ такi, що 𝐴𝑖

⋂︀
𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗, то

P
(︁ ∞∪
𝑛=1

𝐴𝑛

)︁
=

∞∑︁
𝑛=1

P(𝐴𝑛).

Наведемо два приклади визначення ймовiрностi у злiченнiй схемi:

1) геометрична ймовiрнiсть з параметром 0 < 𝑝 < 1

𝑝𝑛 = (1− 𝑝)𝑝𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, ...

2) ймовiрнiсть Пуассона з параметром 𝜆 > 0

𝑝𝑛 =
𝜆𝑛

𝑛!
𝑒−𝜆, 𝑛 = 0, 1, ...

Приклад 3.1

Велике значення для страхової компанiї має час з моменту укладення угоди до
виникнення страхового випадку i пов’язаного з цим вiдшкодуванням клiєнтовi. Припу-
стимо, що Ω = {𝜔𝑛 = 𝑛 : 𝑛 = 1, 2, ...}, P(𝜔𝑛) = 𝑞𝑝𝑛−1, 0 < 𝑝 < 1, 𝑞 = 1 − 𝑝. Знайти
ймовiрнiсть того, що час до страхового випадку буде кратним деякому числу 𝑚 > 1.
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Розв’язок: Нехай 𝐴 = {𝜔𝑛 : 𝑛 = 𝑘𝑚, 𝑘 = 1, 2, 3, ...}. Тодi

P(𝐴) =
+∞∑︁
𝑘=1

P(𝜔𝑘𝑚) =
+∞∑︁
𝑘=1

𝑞𝑝𝑘𝑚−1 =
𝑞

𝑝

𝑝𝑚

1− 𝑝𝑚
.

Вiдповiдь:
𝑞

𝑝

𝑝𝑚

1− 𝑝𝑚
.

Приклад 3.2

Припустимо, що кiлькiсть викликiв (дзвiнкiв), що при-
ходять на автоматизовану телефонну станцiю (АТС) упро-
довж години, розподiленi за Пуассонiвським законом з де-
яким параметром 𝜆 > 0, тобто Ω = {𝜔𝑛 = 𝑛 : 𝑛 = 0, 1, 2, ...},

P(𝜔𝑛) = 𝑝𝑛 =
𝜆𝑛

𝑛!
𝑒−𝜆.

Яку кiлькiсть викликiв бiльш iмовiрно зареєструвати на АТС за деяку годину – парну
чи непарну?

Розв’язок: Нехай

𝐴 = {𝜔𝑛 : 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, ...}

та
𝐵 = {𝜔𝑛 : 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, 2, 3, ...}.

Тодi

P(𝐴) =
+∞∑︁
𝑘=0

P(𝜔2𝑘) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝜆2𝑘

(2𝑘)!
𝑒−𝜆 = 𝑒−𝜆

+∞∑︁
𝑘=0

1

2

(︂
𝜆𝑘

𝑘!
+ (−1)𝑘

𝜆𝑘

𝑘!

)︂
=

=
𝑒−𝜆

2

(︃
+∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘!
+

+∞∑︁
𝑘=0

(−𝜆)𝑘
𝑘!

)︃
=
𝑒−𝜆

2

(︃
+∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘!
+

+∞∑︁
𝑘=0

(−𝜆)𝑘
𝑘!

)︃
=
𝑒−𝜆

2

(︀
𝑒𝜆 + 𝑒−𝜆

)︀
=

1 + 𝑒−2𝜆

2

i аналогiчно

P(𝐵) =
+∞∑︁
𝑘=0

P(𝜔2𝑘+1) =
1− 𝑒−2𝜆

2
,

тому
P(𝐴) > P(𝐵).
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Задача 3.1. Два гравцi по черзi пiдкидають симетричну монету. Виграє той, у кого вперше
випаде герб. Знайти ймовiрностi виграшу для кожного гравця.

Задача 3.2. Гральний кубик пiдкидається до тих пiр, доки не випаде шiстка. Знайти ймо-
вiрностi таких подiй:
а) шiстка випаде за першi два пiдкидання; б) число пiдкидань непарне.

Задача 3.3. Симетрична монета пiдкидається до тих пiр, доки вона не випаде два рази
пiдряд однiєю стороною. Знайти ймовiрнiсть того, що число пiдкидань буде парним.

Задача 3.4.* Симетрична монета пiдкидається доки двiчi пiдряд не випаде гербом. Знайти
iмовiрнiсть того, що число пiдкидань буде парним.

Задача 3.5. Гравцi А i В грають у шахи. За виграш партiї зараховується одне очко. Iмо-
вiрнiсть того, що партiю виграє гравець А - 𝛼, гравець В - 𝛽 (𝛼 > 𝛽, 𝛼 + 𝛽 = 1). Гру виграє
той, хто випередить суперника на два очки. Яка ймовiрнiсть того, що гру виграє A, B? Що
вигiднiше для A: грати одну партiю чи цiлий матч?

Задача 3.6. (продовження попередньої задачi) Розв’язати попередню задачу, якщо
умова ”випередить суперника на два очки” замiнюється на ”виграє пiдряд двi партiї”. За
якими з двох правил вигiднiше для А грати матч?

Задача 3.7. Три спортсмена А, В та С однакової майстерностi приймають участь у ”круго-
вому” змаганнi: спочатку змагаються А та В, потiм спортсмен С змагається з переможцем, i
так далi, переможець кожного разу змагається з тим, хто вiдпочивав. Змагання триває доки
один з спортсменiв не переможе пiдряд двiчi (нiчийних результатiв немає). Знайти ймовiрно-
стi 𝑝𝐴, 𝑝𝐵, 𝑝𝐶 того, що переможцем буде, вiдповiдно А, В чи С. Як змiняться цi ж ймовiрностi,
якщо вiдомо, що перше змагання виграв А?

Задача 3.8. Припустимо, що кiлькiсть викликiв (дзвiнкiв), що приходять на АТС упродовж
години, розподiленi за Пуассонiвським законом. Ймовiрнiсть того, що за годину прийде парна
кiлькiсть викликiв, у 𝑘 > 1 разiв бiльша за ймовiрнiсть того, що за годину прийде непарна
кiлькiсть викликiв. Знайти параметр Пуассонiвського розподiлу 𝜆. Примiтка: див. приклад

3.2 на стор. 30.

Задача 3.9. Кiлькiсть виклик iв (дзвiнкiв), що приходять на АТС упродовж години, розподi-
ленi за Пуассонiвським законом. Частка тих годин, упродовж яких викликiв немає, становить
1

𝑛
, де 𝑛 – деяке натуральне число. Яку частку складають тi години, коли приходить тiльки

один виклик? Примiтка: див. приклад 3.2 на стор. 30.

Задача 3.10. Два симетричних гральних кубика пiдкидається до тих пiр, доки в сумi не
випаде 7. Знайти ймовiрнiсть того, що доведеться зробити бiльше трьох пiдкидань.
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4 АКСIОМАТИКА ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ

Нехай маємо довiльний простiр елементарних подiй Ω = {𝜔}. Сукупнiсть пiдмножин
ℜ множини Ω називається 𝜎-алгеброю подiй, якщо виконуються наступнi умови:

1) Ω ∈ ℜ;

2) Якщо 𝐴 ∈ ℜ, то 𝐴 ∈ ℜ;

3) Якщо 𝐴𝑖 ∈ ℜ (𝑖 = 1, 2 . . .), то
∞⋃︀
𝑖=1

𝐴𝑖 ∈ ℜ.

Властивiсть 3) може бути замiнена наступною:

3’) Якщо 𝐴𝑖 ∈ ℜ (𝑖 = 1, 2 . . .), то
∞⋂︀
𝑖=1

𝐴𝑖 ∈ ℜ.

Елементи множини ℜ називаються подiями. Числова функцiя P(·), яка визначена на
множинi ℜ, називається ймовiрнiстю, якщо виконуються наступнi умови (аксiоми):

1) Аксiома невiд’ємностi: P(𝐴) ≥ 0 для кожної подiї 𝐴;

2) Aксiома нормованостi: P(Ω) = 1;

3) Аксiома сигма-адитивностi: якщо 𝐴𝑖 ∈ ℜ (𝑖 = 1, 2...), та 𝐴𝑖𝐴𝑗 = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗, то

P

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

∞∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖).

Трiйка (Ω,ℜ,P) називається ймовiрнiсним простором.

Наслiдками аксiом є наступнi властивостi:

1. P(∅) = 0;

2. 0 ≤ P(𝐴) ≤ 1 для кожної подiї 𝐴 ∈ ℜ;

3. P(𝐴) = 1− P(𝐴) для кожної подiї 𝐴 ∈ ℜ;

4. Якщо 𝐴 ⊂ 𝐵, то P(𝐵∖𝐴) = P(𝐵)− P(𝐴);

5. Якщо 𝐴 ⊂ 𝐵, то P(𝐴) ≤ P(𝐵);

6. P(𝐴 ∪ 𝐵) = P(𝐴) + P(𝐵) − P(𝐴𝐵) для кожних подiй A, B (це так звана теорема
суми для двох подiй).
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Приклад 4.1

Доведемо властивiсть 6. Дiйсно подiї 𝐴∪𝐵 та 𝐵 можна представити так: 𝐴∪𝐵 =

𝐴∪𝐴∩𝐵, 𝐵 = 𝐴∩𝐵 ∪𝐴∩𝐵. Очевидно доданки в правих частинах несумiснi. Тому за
аксiомою 3:

P(𝐴 ∪𝐵) = P(𝐴) + P(𝐴 ∩𝐵), P(𝐵) = P(𝐴 ∩𝐵) + P(𝐴 ∩𝐵).

Вiднiмемо вiд першої рiвностi другу: P(𝐴∪𝐵)−P(𝐵) = P(𝐴)−P(𝐴∩𝐵). Звiдси
випливає властивiсть 6.

Приклад 4.2

Нехай P(𝐴) = P(𝐵) = 1
2
. Довести, що

P(𝐴𝐵) = P(𝐴𝐵̄).

Доведення: у рiвностi
P(𝐴𝐵̄) = 1− P(𝐴 ∪𝐵).

застосуємо до вiд’ємника теорему суми для двох подiй:

P(𝐴𝐵̄) = 1− (P(𝐴) + P(𝐵)− P(𝐴𝐵)) . (*)

Оскiльки за умовою P(𝐴) = P(𝐵) = 1
2
, то P(𝐴)+P(𝐵) = 1 i формула (*) перетво-

рюється на
P(𝐴𝐵̄) = P(𝐴𝐵),

що i треба було довести.

Приклад 4.3

Довести, що

P2 (𝐴𝐵) + P2
(︀
𝐴𝐵
)︀
+ P2

(︀
𝐴𝐵
)︀
+ P2

(︀
𝐴 𝐵

)︀
≥ 1

4
.
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Доведення: Оскiльки подiї 𝐴𝐵, 𝐴𝐵, 𝐴𝐵, 𝐴 𝐵 є несумiсними, а їхня сума утво-
рює достовiрну подiю, то

P (𝐴𝐵) + P
(︀
𝐴𝐵
)︀
+ P

(︀
𝐴𝐵
)︀
+ P

(︀
𝐴 𝐵

)︀
= 1.

Покладемо
P (𝐴𝐵) = 𝑥+

1

4
, P

(︀
𝐴𝐵
)︀
= 𝑦 +

1

4
,

P
(︀
𝐴𝐵
)︀
= 𝑧 +

1

4
, P

(︀
𝐴 𝐵

)︀
= 𝑤 +

1

4
.

Тодi 𝑥+ 𝑦 + 𝑧 + 𝑤 = 0, а

P2 (𝐴𝐵) + P2
(︀
𝐴𝐵
)︀
+ P2

(︀
𝐴𝐵
)︀
+ P2

(︀
𝐴 𝐵

)︀
=

(︂
𝑥+

1

4

)︂2

+

(︂
𝑦 +

1

4

)︂2

+

(︂
𝑧 +

1

4

)︂2

+

+

(︂
𝑤 +

1

4

)︂2

= 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑤2 +
𝑥+ 𝑦 + 𝑧 + 𝑤

2
+

1

4
= 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑤2 +

1

4
≥ 1

4
,

що i треба було довести.

Приклад 4.4

П’ятеро дiвчат прийшли на вечiрку зi схожими сумо-
чками, i пiсля вечiрки кожна взяла з собою випадково
обрану сумочку. Яка ймовiрнiсть того, що хоча б одна
з них взяла власну сумочку? Яка ймовiрнiсть того, що
жодна з них не взяла власної сумочки?
Розв’язок: Позначимо подiї 𝐴𝑖 – 𝑖-та дiвчина взяла
власну сумочку, 𝑖 = 1, ..., 5, 𝐴 – хоча б одна дiвчина
взяла власну сумочку. Тодi 𝐴 = 𝐴1∪ ...∪𝐴5. Для дано-

го типу задач найзручнiшим способом розв’язання є безпосереднє застосування формули
ймовiрностi об’єднання подiй:
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P(𝐴) = P(𝐴1 ∪ ... ∪ 𝐴5) =
5∑︁

𝑖=1

P(𝐴𝑖)⏟  ⏞  
(1)

−
∑︁

1≤𝑖<𝑗≤5

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗)⏟  ⏞  
(2)

+

+
∑︁

1≤𝑖<𝑗<𝑘≤5

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘)⏟  ⏞  
(3)

−
∑︁

1≤𝑖<𝑗<𝑘<𝑙≤5

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑙)⏟  ⏞  
(4)

+

+ P(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5).

Знайдемо ймовiрностi, якi фiгурують в правiй частинi формули i пiдрахуємо кiлькiсть
доданкiв в кожнiй сумi. Кiлькiсть всiх елементарних подiй – кiлькiсть способiв розподi-
лити сумочки мiж дiвчатами – дорiвнює 5!. Ймовiрнiсть того, що 𝑖-та дiвчина взяла свою
власну сумку (власницi пiдходить лише одна сумка, а iншi сумки можна розподiлити 4!

способами) дорiвнює

P(𝐴𝑖) =
4!

5!
=

1

5
, 𝑖 = 1, ..., 5.

Якщо двi дiвчини взяли правильнi сумки (таких пар дiвчат є 𝐶2
5 = 10, отже в сумi (2)

– 10 доданкiв), то решту можна розподiлити 3! способами, вiдповiдно ймовiрнiсть для
двох дiвчат (𝑖-тої та 𝑗-тої) взяли власнi сумочки

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗) =
3!

5!
=

1

20
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 5.

Аналогiчно
P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘) =

2!

5!
=

1

60
, 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, ..., 5;

P(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 ∩ 𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑙) =
1

5!
=

1

120
, 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘 ̸= 𝑙, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, ..., 5;

P(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5) =
1

120
.

Причому рiзних потрiйних перетинiв може бути 𝐶3
5 = 10, а рiзних перетинiв з чотирма

елементами – 𝐶4
5 = 5, отже в сумi (3) маємо 10 доданкiв, а в сумi (4) – 5 доданкiв.

Пiдставляючи всi отриманi значення в формулу для P(𝐴) маємо:

P(𝐴) = 5 · 1
5
− 10 · 1

20
+ 10 · 1

60
− 5 · 1

120
+

1

120
=

19

30
.

Подiя ”жодна з дiвчат не взяла власної сумочки” є протилежною подiєю до подiї 𝐴.
Отже, її ймовiрнiсть

P(𝐴) = 1− P(𝐴) =
11

30
.
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Задача 4.1. Вiдомi ймовiрностi подiй 𝐴,𝐵 та 𝐴 ∩𝐵. Знайти ймовiрнiсть подiї

𝐴 ∩ (𝐴 ∪𝐵) .

Задача 4.2. Нехай 𝐴 ∩𝐵 = ∅. Довести, що

P(𝐴) ≤ P
(︀
𝐵
)︀
.

Задача 4.3. В офiсi компанiї ”Odds.ltd” є два однаковiсiнькi авто-
мати, якi продають каву. Зранку обидва автомати заправленi най-
кращою кавою. Ймовiрнiсть того, що до вечора в одному автоматi
закiнчиться кава, складає 0.1, а ймовiрнiсть того, що в обох автома-
тах до вечора закiнчиться кава, складає 0.05. Яка ймовiрнiсть того,

що до вечора кава все ще буде в обох автоматах?

Задача 4.4. Нехай P(𝐴) ≥ 0.8 та P(𝐵) ≥ 0.8. Довести, що

P (𝐴 ∩𝐵) ≥ 0.6.

Задача 4.5. Довести, що

P (𝐴 ∪𝐵 ∪ 𝐶) = P (𝐴) + P (𝐵) + P (𝐶)−

−P (𝐴 ∩𝐵)− P (𝐴 ∩ 𝐶)− P (𝐵 ∩ 𝐶) + P (𝐴 ∩𝐵 ∩ 𝐶) .

Задача 4.6. Довести, що для будь-яких подiй 𝐴 та 𝐵 має мiсце:

max {P(𝐴),P(𝐵)} ≤ P (𝐴 ∪𝐵) ≤ 2max {P(𝐴),P(𝐵)} .

Задача 4.7. Нехай 𝑝1, 𝑝2, 𝑝12 – дiйснi числа. Довести, що для того, щоб iснували випадковi
подiї 𝐴 i 𝐵 такi, що P(𝐴) = 𝑝1, P(𝐵) = 𝑝2, P(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑝12, необхiдно i достатньо, щоб
виконувались нерiвностi:

1− 𝑝1 − 𝑝2 + 𝑝12 ≥ 0, 𝑝𝑖 − 𝑝12 ≥ 0 (𝑖 = 1.2), 𝑝12 ≥ 0.

Задача 4.8. Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 - випадковi подiї. Довести, що

а) P

(︃
𝑛⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
≤

𝑛∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖). б) P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
≥ 1−

𝑛∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖).

Задача 4.9. Довести, що

P

(︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
≥

𝑛∑︁
𝑖=1

P(𝐴𝑖)− (𝑛− 1).
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Задача 4.10. Довести, що для будь-яких трьох подiй 𝐴, 𝐵 та 𝐶

|P (𝐴 ∩𝐵)− P (𝐴 ∩ 𝐶)| ≤ P (𝐵Δ𝐶) ,

де Δ – операцiя симетричної рiзницi двох подiй, тобто 𝐵Δ𝐶 = (𝐵∖𝐶) ∪ (𝐶∖𝐵).

Задача 4.11. Довести нерiвнiсть

P (𝐴Δ𝐵) ≤ P (𝐴Δ𝐶) + P (𝐶Δ𝐵) .

Задача 4.12. Довести, що для будь-яких двох подiй 𝐴 та 𝐵

|P (𝐴 ∩𝐵)− P(𝐴)P(𝐵)| ≤ 1

4
.

Задача 4.13. Довести, що для довiльних випадкових подiй 𝐴 i 𝐵 виконуються спiввiдноше-
ння
а) P(𝐴 ∪𝐵) · P(𝐴 ∩𝐵) ≤ P(𝐴) · P(𝐵);
б) P2(𝐴 ∪𝐵) + P2(𝐴 ∩𝐵) = P2(𝐴) + P2(𝐵) + 2 · P(𝐴 ∩ 𝐵̄) · P(𝐴 ∩𝐵).

Задача 4.14. Нехай
𝑆
(𝑛)
0 = 1,

𝑆
(𝑛)
𝑘 =

∑︁
1≤𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘≤𝑛

P (𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩ ... ∩ 𝐴𝑖𝑘), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛.

Довести, що

а)
𝑆
(𝑛)
𝑘+1

𝐶𝑘+1
𝑛

≤ 𝑆
(𝑛)
𝑘

𝐶𝑘
𝑛

, 𝑘 = 0.1, ..., 𝑛− 1; б) P

(︃
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑆
(𝑛)
𝑘 .
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5 ГЕОМЕТРИЧНЕ ВИЗНАЧЕННЯ ЙМОВIРНОСТI

Нехай стохастичний експеримент полягає у тому, що ми кидаємо навмання точку у
деяку область 𝑀 евклiдового простору 𝑅𝑛, причому 𝜆(𝑀) < ∞, де 𝜆(∘) - мiра Лебега в
просторi 𝑅𝑛. В цьому випадку Ω = 𝑀, а за 𝜎-алгебру подiй ℜ вiзьмемо сукупнiсть усiх
пiдмножин з 𝑀 , вимiрних за Борелем. Якщо 𝐴 ∈ ℜ, то за визначенням ймовiрнiсть подiї 𝐴
визначається так

P(𝐴) =
𝜆(𝐴)

𝜆(Ω)
. (5.1)

Формула (5.1) називається геометричним визначенням ймовiрностi.

В частинному випадку, коли 𝑛 = 1, а 𝑀 = [𝑎, 𝑏], −∞ < 𝑎 < 𝑏 <∞, маємо

P(𝐴) =
𝜆(𝐴)

𝑏− 𝑎
,

де 𝜆(∘) - мiра Лебега на прямiй.

Приклад 5.1

На вiдрiзку 𝑀1𝑀2, довжина якого дорiвнює 𝐿, навмання обирається точка 𝐾.
Знайти iмовiрнiсть того, що вiдстань вiд точки 𝐾 до точки 𝑀1 перевищує її вiдстань до
точки 𝑀2.

Розв’язок: Позначимо через 𝐺 множину точок вiдрiзку 𝑀1𝑀2, а через 𝑥 – коор-
динату точки 𝐾 вiдрiзку 𝑀1𝑀2, вважаючи точку 𝑀1 початком вiдлiку. Тодi множина
𝑔 ⊂ 𝐺, що вiдповiдає наведенiй у прикладi випадкової подiї 𝐴, складе

𝑔 = {𝐾 ∈ 𝐺|𝑥 > 𝐿− 𝑥} =

{︂
𝐾 ∈ 𝐺|𝑥 > 𝐿

2

}︂
.

На основi геометричного визначення ймовiрностi (5.1) маємо P(𝐴) = 𝐿
2𝐿

= 1
2
.

Вiдповiдь: 1/2.
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Приклад 5.2

На вiдрiзок довжини 𝑙 навмання кидають двi точки. Знайти ймовiрнiсть того, що
з утворених частин можна скласти трикутник.

Розв’язок: Позначимо через 𝑥, 𝑦, 𝑙 − 𝑥 − 𝑦 довжини частин вiдрiзка що утво-
рилися. Тодi за простiр елементарних подiй беремо множину Ω = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 >

0, 𝑥+𝑦 < 𝑙}. У декартовiй системi координат на площинi простором елементарних подiй
Ω буде трикутник OMN. Нехай 𝐴 – подiя, яка полягає в тому, що з утворених частин
можна створити трикутник. Подiя 𝐴 описується наступним чином

𝐴 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 < 𝑦 + 𝑙 − 𝑥− 𝑦, 𝑦 < 𝑥+ 𝑙 − 𝑥− 𝑦, 𝑙 − 𝑥− 𝑦 < 𝑥+ 𝑦}

або
𝐴 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 < 𝑙/2, 𝑦 < 𝑙/2, 𝑥+ 𝑦 > 𝑙/2}.

На координатнiй площинi множинi 𝐴 вiдповiдає область, що заштрихована на насту-
пному рисунку.

O

M

N
0 𝑙

2
𝑙

𝑙
2

𝑙

𝐴

Згiдно з геометричним визначенням ймовiрностi маємо

P(𝐴) =
𝑙2/8

𝑙2/2
=

1

4
.

Вiдповiдь: 1/4.
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Приклад 5.3

Точка 𝐷 випадковим чином розмiщена в квадратi

𝐾 = {(𝑥, 𝑦) : |𝑥|+ |𝑦| ≤ 𝑎}.

Знайти ймовiрнiсть того, що квадрат з центром в точцi𝐷 i сторонами довжини 𝑑 (𝑑 < 𝑎),
паралельними осям координат, повнiстю знаходиться в квадратi 𝐾.

Розв’язок: Простором елементарних подiй даного експерименту є квадрат 𝐾,

сторона цього квадрату дорiвнює 𝑎
√
2, а його площа вiдповiдно 𝜆(Ω) = 𝑆(𝐾) = 2𝑎2.

𝑥

𝑦

𝑎

𝐷

𝐾

𝐴

𝐷

Всерединi квадрата 𝐾 побудуємо квадрат 𝐴, сторони якого знаходяться на вiд-
станi 𝑑/

√
2 вiд його сторiн. Якщо точка 𝐷 потрапить в цей внутрiшнiй квадрат, то умова

задачi буде мати мiсце. Якщо ж точка 𝐷 потрапить в смугу мiж квадратами, то квадрат
з центром в 𝐷 перетне принаймнi одну зi сторiн квадрата 𝐾.

Таким чином, квадрат 𝐴 є множиною елементарних подiй, якi забезпечують появу
подiї 𝐴. Довжина сторони цього квадрата дорiвнює

√
2𝑎− 2

𝑑√
2
=

√
2(𝑎− 𝑑).

Вiдповiдно шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P(𝐴) =
𝑆(𝐴)

𝑆(Ω
=

2(𝑎− 𝑑)2

2𝑎2
=

(𝑎− 𝑑)2

𝑎2
.

Вiдповiдь:
(𝑎− 𝑑)2

𝑎2
.
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Приклад 5.4

Три точки 𝐴, 𝐵, 𝐶 навмання обираються на колi одиничного радiуса. Яка ймо-
вiрнiсть того, що трикутник 𝐴𝐵𝐶 буде гострокутним?

Розв’язок: Зафiксуємо точку 𝐴 в будь-якiй точцi кола. Тодi положення двох
iнших точок визначатиметься величиною секторiв величиною 𝛼 та 𝛽, що розходяться
по рiзнi боки вiд точки 𝐴, вiдповiдно 0 < 𝛼+𝛽 < 2𝜋. Ця нерiвнiсть визначає область, яка
є простором елементарних подiй. Для того, щоб трикутник був гострокутним, необхiдно,
щоб 0 < 𝛼 < 𝜋 та 0 < 𝛽 < 𝜋. Окрiм того, їхня сума не може бути менша за 𝜋, оскiльки
в цьому разi кут 𝐴 трикутника буде тупим, отже, маємо ще умову 𝛼 + 𝛽 > 𝜋.

𝐴

𝐵

𝐶

𝛼𝛽

𝐴

𝐵

𝐶 𝛼𝛽

Зобразимо область Ω та область, що вiдповiдає шуканiй подiї: Ω – це трикутник,
обмежений нерiвностями 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 та 0 < 𝛼+ 𝛽 < 2𝜋. Область, яка вiдповiдає нашiй
подiї (нехай подiя 𝐴) – це трикутник, обмежений нерiвностями 𝛼 < 𝜋, 𝛽 < 𝜋 та 𝛼+𝛽 > 𝜋.

𝛼

𝛽

0 𝜋 2𝜋

𝜋

2𝜋

𝐴

Вiдношення площ зображених фiгур дорiвнює 1/4.
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Вiдповiдь: 1/4.

Зауважимо, що якщо випадковий трикутник не є гострокутним, його можна вва-
жати тупокутним, оскiльки ймовiрнiсть того, що двi з трьох точок A, B, C утворюють
дiаметр, дорiвнює 0. (Щоб BC був дiаметром, потрiбно мати 𝛼 + 𝛽 = 𝜋, яка є на рис.
прямою лiнiєю з нульовим значенням площi.) Таким чином, ми можемо сказати, що
ймовiрнiсть того, що трикутник 𝐴𝐵𝐶 буде тупокутним, дорiвнює 3/4.

Для тупокутного трикутника коло можна роздiлити на двi половини, причо-
му трикутник повнiстю лежить в однiй з половин. Це, зокрема, означає, що 3/4 – це
розв’язок задачi:

Три точки A, B, C навмання розмiщенi на колi радiуса 1. Яка ймовiрнiсть того,
що всi три точки лежать у пiвколi?

Задача 5.1. У круг вписано квадрат. Точку навмання кинуто у круг. Знайти ймовiрнiсть
того, що вона потрапить у квадрат.

Задача 5.2. На вiдрiзку 𝑃𝑄 довжини 𝑙 вибранi навмання двi точки 𝐴 i 𝐵. Знайти ймовiрнiсть
того, що:
а) точка 𝐴 буде ближче до точки 𝑃 , нiж до 𝐵;
б) точка 𝐴 буде ближче до точки 𝐵, нiж до 𝑃 .

Задача 5.3. На паркетну пiдлогу навмання кидають монету дiаметра 𝑑. Паркет має форму
квадратiв зi стороною 𝑎 (𝑎 > 𝑑). Яка ймовiрнiсть того, що
а) монета не перетне жодну з сторiн квадратiв паркету?
б) монета перетне рiвно одну сторону квадрату паркету?
в) монета перетне рiвно двi сторони квадрату паркету?
г) монета накриє кут квадрату?

Задача 5.4. На паркетну пiдлогу навмання кидають монету дiаметра 1. Паркет має форму
прямокутних трикутникiв з катетами 3 та 4. Яка ймовiрнiсть того, що монета не перетне
жодного катету?

Задача 5.5. На площинi проведено паралельнi прямi, вiдстанi мiж якими дорiвнюють по-
чергово 2 та 8 см. На площину кидають навмання коло радiуса 4. Яка ймовiрнiсть того, що
коло не перетне жодну з лiнiй?

Задача 5.6. У сферi радiусу 𝑅 навмання обрано 𝑁 точок. Знайти ймовiрнiсть того, що
вiдстань вiд центру до найближчої точки не перевищуватиме 𝑟. За яких умов границя цiєї
ймовiрностi буде додатною, якщо 𝑁 i 𝑅 прямують до нескiнченностi?

Задача 5.7. Двi особи вирiшили зустрiтися мiж восьмою i дев’ятою годиною вечора. Чекати
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один одного вони домовилися не бiльше десяти хвилин. Яка ймовiрнiсть їхньої зустрiчi?

Задача 5.8.* Три особи вирiшили зустрiтися за умовами попередньої задачi.
а) Яка ймовiрнiсть зустрiчi трьох осiб? б) Яка ймовiрнiсть того, що зустрiнуться принаймнi
двоє? в) Узагальнити вiдповiдь пункту а) на випадок часу очiкування в 𝑎 ∈ [0; 60] хвилин.

Задача 5.9. Хлопець домовився про зустрiч з дiвчиною мiж 6 та 7 годинами вечора. Причому
хлопець пообiцяв чекати дiвчину до 7 вечора, а дiвчина, якщо прийде ранiше, чекатиме 10
хвилин. Яка ймовiрнiсть того, що вони зустрiнуться, якщо кожен з них може прийти в будь-
який момент упродовж години.

Задача 5.10. На вiдрiзку довжини 𝑚 навмання узяли двi точки. Яка ймовiрнiсть того, що
вiдстань мiж ними менша за 𝛼𝑚, де 0 < 𝛼 < 1 ?

Задача 5.11. Стрижень довжини 𝑚 навмання розламали на двi частини. Яка ймовiрнiсть
того, що довжина меншої частини менша за 𝑚/3 ?

Задача 5.12. Шматок дроту довжиною 7 см зiгнуто пiд прямим кутом у випадково обраному
мiсцi. Яка ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж кiнцями дроту бiльша за 5 см?

Задача 5.13. Точка 𝐴 рiвномiрно розподiлена у квадратi iз стороною 1. Знайти iмовiрностi
наступних подiй:
а) вiдстань вiд точки 𝐴 до фiксованої сторони квадрату не перевищує 𝑥;
б) вiдстань вiд точки 𝐴 до найближчої сторони квадрату не перевищує 𝑥;
в) вiдстань вiд точки 𝐴 до центра квадрату не перевищує 𝑥; зобразити залежнiсть цiєї ймо-
вiрностi вiд 𝑥.

Задача 5.14. У квадрат навмання кидається точка. Яка ймовiрнiсть того, що вiдстань до
найближчої сторони квадрату буде менша, нiж до найближчої дiагоналi?

Задача 5.15. Два судна рухаються незалежним чином i повиннi пiдiйти до одного i того ж
причалу. Моменти появи суден рiвноможливi упродовж доби. Знайти ймовiрнiсть того, що
одному з суден прийдеться чекати на звiльнення причалу, якщо час зупинки першого судна
одна година, а другого – двi години.

Задача 5.16. У випадковий момент часу 𝛼 ∈ [0, 𝑇 ] з’являється радiосигнал тривалостi 𝑡1.
Для його прийому у випадковий момент часу 𝛽 ∈ [0, 𝑇 ] включається приймач на час 𝑡2.
Знайти ймовiрнiсть прийому сигналу.

Задача 5.17. З вiдрiзка [–1, 2] навмання узяли два числа. Яка ймовiрнiсть того, що їхня
сума бiльша за одиницю, а добуток менший?

Задача 5.18. Значення 𝛼 i 𝛽 рiвноможливi у квадратi |𝛼| ≤ 1, |𝛽| ≤ 1. Знайти ймовiрностi
наступних подiй:
𝐴 = {коренi рiвняння 𝑥2 + 2𝛼𝑥+ 𝛽 = 0 є дiйсними числами},
𝐵 = {коренi рiвняння 𝑥2 + 2𝛼𝑥+ 𝛽 = 0 є додатними числами}.
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Задача 5.19. Знайти ймовiрнiсть того, що коренi рiвняння 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 є дiйсними,
якщо для деякого 𝑘 > 0 точка (𝑎, 𝑏) рiвноможлива у прямокутнику:
a) −𝑘 ≤ 𝑎 ≤ 𝑘, −𝑘2 ≤ 𝑏 ≤ 𝑘2;
b) −𝑘 ≤ 𝑎 ≤ 𝑘, −𝑚 ≤ 𝑏 ≤ 𝑚, де 0 < 𝑚 < 𝑘2;
c) −𝑘 ≤ 𝑎 ≤ 𝑘, −𝑚 ≤ 𝑏 ≤ 𝑚, де 𝑚 > 𝑘2.

Задача 5.20. Дано два концентричних кола радiусiв 𝑟2 > 𝑟1. На бiльшому колi навмання
обрано двi точки 𝐴 i 𝐵 . Яка ймовiрнiсть того, що вiдрiзок 𝐴𝐵 не перетне мале коло?

Задача 5.21. Якої товщини повинна бути монета, щоб ймовiрнiсть падiння її на ребро
дорiвнювала 1/3?

Задача 5.22. Парадокс Бертрана. У колi радiуса 𝑅 випадковим чином проводиться хор-
да. Нехай 𝜉 – її довжина. Знайти ймовiрнiсть того, що 𝜉 > 𝑅, якщо:
а) середина хорди рiвномiрно розподiлена у колi;
б) напрям хорди задано, а її середина рiвномiрно розподiлена на дiаметрi, який перпендику-
лярний до цього напряму;
в) один кiнець хорди закрiплений, а другий рiвномiрно розподiлений на колi.

Задача 5.23. З вiдрiзка [0.1] навмання, незалежним чином обрали три числа. Яка ймовiр-
нiсть того, що з трьох вiдрiзкiв, довжинами яких є обранi числа, можна побудувати трику-
тник?

Задача 5.24. Задача Бюффона. Площина розкреслена паралельними прямими, вiдстань
мiж якими дорiвнює 2𝑚. На цю площину навмання кидається голка довжини 𝑚. Яка ймо-
вiрнiсть того, що вона перетне одну з паралельних прямих?

Задача 5.25.* Площина розкреслена паралельними прямими, вiдстань мiж якими дорiв-
нює 𝑚. На цю площину кидається правильний 𝑛-кутник дiаметром менше 𝑚 (дiаметром
геометричної фiгури називається найбiльша вiдстань мiж її точками) та стороною 𝑎. Знайти
ймовiрнiсть того, що 𝑛- кутник перетне одну з паралельних прямих.

Задача 5.26.* У квадрат навмання кинуто двi точки A i B. Знайти ймовiрнiсть того, що
а) коло, дiаметр якого є вiдрiзок АВ, знаходиться у квадратi.
б) квадрат, дiагональ якого є вiдрiзок АВ, знаходиться у квадратi.

Задача 5.27.* На колi навмання береться точка А (рiвномiрний розподiл на колi), а всере-
динi кола навмання береться точка В (рiвномiрний розподiл в крузi). На вiдрiзку АВ як на
дiагоналi будується прямокутник, сторони якого паралельнi осям координат. Яка ймовiрнiсть
того, що прямокутник не перетне коло?

Задача 5.28.* Двi точки (𝐴 та 𝐵) навмання кинуто всередину кола, яке розглядаємо в деякiй
прямокутнiй декартовiй системi координат. Потiм будуємо прямокутник 𝐴𝐴1𝐵𝐵1 зi сторона-
ми, паралельними до осей координат. Знайти ймовiрнiсть того, що прямокутник 𝐴𝐴1𝐵𝐵1

буде повнiстю знаходитися всерединi вихiдного кола.
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Задача 5.29. Число 𝑥 навмання обирають з вiдрiзка [0.5; 0.8]. Яка ймовiрнiсть того, що
четвертий доданок 𝑇4 = 560 · 8 · 𝑥3 · 513 бiномiального розкладу (5 + 2𝑥)16 бiльший за два
сусiднiх доданки?

Задача 5.30. Число 𝑥 навмання обирають з вiдрiзка [0.6; 1]. Яка ймовiрнiсть того, що
єдиним найбiльшим доданком бiномiального розкладу (5 + 3𝑥)10 є четвертий?

Задача 5.31. Знайти номер найбiльшого члена 𝑇𝑘 = 𝐶𝑘−1
𝑛 𝑞𝑘−1𝑝𝑛−𝑘+1 бiномiального розкладу

(𝑝+ 𝑞)𝑛 за степенями 𝑝, якщо 𝑝 > 0, 𝑞 > 0, 𝑝+ 𝑞 = 1. При яких умовах
а) найбiльший член буде останнiм,
б) найбiльший член буде першим,
в) розклад буде мiстити два однакових найбiльших члени?

Задача 5.32.

O
A

B

CD

У опуклому чотирикутнику 𝐴𝐵𝐶𝐷 дiагоналi 𝐴𝐶 та 𝐵𝐷 перетинаються в точцi 𝑂. Вiдомi
площi наступних трикутникiв: 𝑆𝐴𝑂𝐵 = 3 см2, 𝑆𝐴𝑂𝐷 = 1 см2, 𝑆𝐷𝑂𝐶 = 2 см2. Iз чотирикутника
𝐴𝐵𝐶𝐷 навмання обирають одну точку. Яка ймовiрнiсть того, що ця точка буде належати
трикутнику 𝐵𝑂𝐶?

Задача 5.33. У конусi з висотою 𝐻 i радiусом основи 𝑅 навмання обирають точку 𝑀 .
Знайти ймовiрнiсть того, що точка 𝑀 буде ближчою до вершини конуса, нiж до його основи.
Примiтка: подумайте, чому наступний план розв’язання не є правильним .

B

A

C
0 𝑅

𝐻
2

𝐻

𝐻
2 + 𝑥2

2𝐻

Оскiльки точка 𝑀 завжди потрапляє до центрального перерiзу
конуса, то розглянемо той центральний перерiз, який мiстить
точку 𝑀 . Цей перерiз буде рiвнобедреним трикутником i, не по-
рушуючи загальностi, можемо вважати, що точка 𝑀 потрапляє
в ”праву” частину цього трикутника, тому завжди можемо роз-
глянути лише цю ”праву” частину, яка буде прямокутним три-
кутником з катетами 𝑅 i 𝐻. Для зручностi вважаємо, що цей
прямокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶 розмiщено у прямокутнiй систе-
мi координат так, що 𝐴(0, 𝐻), 𝐵(0, 0), 𝐶(𝑅, 0) (див. рис.) Гео-
метричне мiсце точок, рiвновiддалених вiд вершини 𝐴 та вiд
основи 𝐵𝐶 за визначенням параболи є саме параболою, для
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якої нескладно записати ї явний вид: 𝑦(𝑥) =
𝐻

2
+

𝑥2

2𝐻
. Парабола перетинає гiпотенузу 𝐴𝐶 в

точцi з координатою 𝑥0 =
−𝐻2 +𝐻

√
𝐻2 +𝑅2

𝑅
, а шукана ймовiрнiсть є вiдношенням площi

заштрихованої фiгури (її шукаємо через iнтегрування) до площi трикутника 𝐴𝐵𝐶.

Задача 5.34. До станцiї метро можна доїхати автобусом за 10 хв. або дiстатися пiшки за 13
хв. Iнтервал руху автобусiв становить 7 хв. Будемо вважати, що варто їхати автобусом, якщо
ймовiрнiсть випадкової подiї А = {швидше доїхати до метро автобусом} перевищує 1/2. Чи
варто чекати автобуса?

Задача 5.35. На вiдрiзку 𝑂𝐴 числової осi 𝑂𝑥, довжина якого дорiвнює 𝐿, навмання постав-
лено двi точки: 𝐵(𝑥) та 𝐶(𝑦), 𝑥 – координата точки 𝐵, тобто точки, яка опинилась ближче
до О, а 𝑦 – координата точки 𝐶, тобто точки, яка опинилася далi вiд О, отже 𝑦 ≥ 𝑥. Знайти
ймовiрнiсть того, що довжина вiдрiзку 𝐵𝐶 менша за довжину вiдрiзка 𝑂𝐵.

Задача 5.36. Яка ймовiрнiсть того, що iз трьох узятих навмання вiдрiзкiв довжиною не
бiльше за 𝑙 (кожний) можна побудувати трикутник?

3

2
11211

10

9

8
7 6 5

4

(а)

3

2
11211

10

9

8
7 6 5

4

(б)

3

2
11211

10

9

8
7 6 5

4

(в)

Рис. 5.1: до задачi 5.37

Задача 5.37. Три стрiлки годинника (H – годинна, M – хвилинна i S – секундна) рухаються
плавно i рiвномiрно. Знайти ймовiрностi наступних подiй:

1) 𝐴 = {кут мiж H та M буде гострим} (Рис. 5.1а);

2) 𝐵 = {кут мiж S та M буде тупим} (Рис. 5.1б);

3) 𝐶 = {усi три кути (мiж H та M, мiж H та S, мiж S та M) будуть однаковi} (Рис. 5.1в).
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6 УМОВНI ЙМОВIРНОСТI. НЕЗАЛЕЖНIСТЬ ПОДIЙ

Нехай дано ймовiрнiсний простiр (Ω, ℜ, P). Подiї 𝐴 та 𝐵 називаються незалежними,
якщо

P(𝐴𝐵) = P(𝐴)P(𝐵).

Подiї 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 називаються незалежними у сукупностi, якщо

P

(︃
𝑘⋂︁

𝑗=1

𝐴𝑛𝑗

)︃
=

𝑘∏︁
𝑗=1

P(𝐴𝑛𝑗
) (6.1)

для кожної послiдовностi iндексiв 𝑛1 < 𝑛2 < . . . < 𝑛𝑘, 1 < 𝑘 ≤ 𝑛.

Якщо подiя 𝐵 така, що P(𝐵) > 0, то умовна ймовiрнiсть подiї 𝐴 при умовi, що
вiдбулась подiя 𝐵, визначається наступним чином

P(𝐴|𝐵) =
P(𝐴𝐵)

P(𝐵)
. (6.2)

З (6.2) випливає, що

P(𝐴𝐵) = P(𝐴|𝐵)P(𝐵) (6.3)

та
P(𝐵𝐴) = P(𝐵|𝐴)P(𝐴). (6.4)

Формули (6.3), (6.4) називаються формулами добутку або теоремами добутку. Формула
(6.3) може бути узагальнена наступним чином:

P
(︂

𝑛∩
𝑘=1

𝐴𝑘

)︂
= P(𝐴𝑛|𝐴𝑛−1𝐴𝑛−2 . . . 𝐴1) · P(𝐴𝑛−1|𝐴𝑛−2 . . . 𝐴1) · . . . · P(𝐴2|𝐴1) · P(𝐴1).

Умовна ймовiрнiсть має наступнi властивостi.

1. 0 ≤ P(𝐴|𝐵) ≤ 1;

2. P(Ω|𝐵) = 1;

3. P(𝐵|𝐵) = 1;

4. Якщо подiї 𝐴 та 𝐵 є незалежними, то P(𝐴|𝐵) = P(𝐴);

5. Якщо 𝐴𝑖 ∈ ℜ 𝑖 = 1, 2, . . . та 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ (𝑖 ̸= 𝑗), то P
(︂ ∞⋃︀

𝑘=1

𝐴𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝐵

)︂
=

∞∑︀
𝑘=1

P (𝐴𝑘|𝐵).
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Приклад 6.1

Розглянемо приклад незалежних подiй. Нехай подiя 𝐴 полягає у тому, що нав-
мання кинута у квадрат зi стороною 1 точка впала в область, що лежить вправо вiд
абсциси 𝑎, подiя 𝐵 – у тому, що точка впала в область, що лежить вище ординати 𝑏.

Подiї 𝐴 та 𝐵 незалежнi, бо P(𝐴𝐵) = P(𝐴)P(𝐵), що пiдтверджується рисунком

𝑥

𝑦

0 1

1

Ω

𝑥

𝑦

0 𝑎

𝑏

1

1

Ω

𝐴 ∩𝐵

Приклад 6.2

Припустимо, що страхова компанiя має два типи угод
𝐴1 та 𝐴2, кiлькiсть яких дорiвнює вiдповiдно 𝑛 та𝑚. Всi
страховi випадки однаково ймовiрнi. Нехай 𝐶𝑖 – подiя,
яка полягає в тому, що 𝑖-ий позов до компанiї належить
типу 𝐴1. Знайти ймовiрнiсть того, що першi три позови
будуть за угодами типу 𝐴1.

Розв’язок:
P(𝐶1 ∩ 𝐶2 ∩ 𝐶3) = P(𝐶1)P(𝐶2|𝐶1)P(𝐶3|𝐶1 ∩ 𝐶2) =

=
𝑛

𝑛+𝑚
· 𝑛− 1

𝑛+𝑚− 1
· 𝑛− 2

𝑛+𝑚− 2
=

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

(𝑛+𝑚)(𝑛− 1 +𝑚)(𝑛− 2 +𝑚)
.

Вiдповiдь:
𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

(𝑛+𝑚)(𝑛− 1 +𝑚)(𝑛− 2 +𝑚)
.
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Приклад 6.3

З колоди карт у 32 листи навмання витягають одну карту. Розглянемо такi подiї:
𝐴 = {карта чорної мастi}, 𝐵 = {туз}, 𝐶 = {пiкова дама}. Покажемо, що подiї 𝐴 та 𝐵
незалежнi, а подiї 𝐴 та 𝐶 залежнi.

Дiйсно, P(𝐴) =
18

36
=

1

2
, P(𝐵) =

4

36
=

1

9
, P(𝐶) =

1

36
,

P(𝐴𝐵) =
2

36
=

1

18
= P(𝐴)P(𝐵) =

1

2
· 1

9
,

P(𝐴𝐶) = P(𝐶) =
1

36
̸= P(𝐴)P(𝐶) =

1

2
· 1

36
,

що i треба було довести.

Приклад 6.4

Пiдкинули два гральних кубики. Яка ймовiрнiсть того, що на обох кубиках ви-
пали парнi числа, якщо вiдомо, що сума чисел, що випали, дорiвнює 6?

Розв’язок: Ω = {(𝑖, 𝑗) | 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 6}, |Ω| = 6 · 6 = 36,

𝐴 = {(𝑖, 𝑗) ∈ Ω| 𝑖 та 𝑗 парнi} ,

𝐵 = {(𝑖, 𝑗) ∈ Ω| 𝑖+ 𝑗 = 6} = {(1; 5) , (2; 4) , (3; 3) , (4; 2) , (5; 1)} ,

|𝐵| = 5, P(𝐵) =
5

36
,

𝐴𝐵 = {(𝑖, 𝑗) ∈ Ω| 𝑖 та 𝑗 парнi, 𝑖+ 𝑗 = 6} = {(2; 4) , (4; 2)} ,

|𝐴𝐵| = 2, P(𝐴𝐵) =
2

36
,

P(𝐴|𝐵) =
P(𝐴𝐵)

P(𝐵)
=

2/36

5/36
=

2

5
.

Вiдповiдь:
2

5
.
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Приклад 6.5

В урнi мiститься 6 кульок, серед яких двi бiлi та чотири чорних. На кожному
кроцi випадковим чином витягується кулька, фiксується її колiр, i вона повертається
назад в урну разом з двома кульками того самого кольору. Яка ймовiрнiсть того, що в
перших трьох експериментах кожен раз буде витягнуто бiлу кульку?

Розв’язок: Позначимо через 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, подiю, яка полягає в тому, що на 𝑖-
тому кроцi витягується бiла куля. Тодi шукана ймовiрнiсть – це P(𝐴1 ∩𝐴2 ∩𝐴3). Згiдно
правилу добутку маємо

P(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3) = P(𝐴1) · P(𝐴2|𝐴1) · P(𝐴3|𝐴1 ∩ 𝐴2) =
2

6
· 4
8
· 6

10
=

1

10
.

Приклад 6.6

З усiх сiмей з двома дiтьми обрано одну. Описати простiр елемен-
тарних подiй та випадковi подiї: 𝐴 – «в сiм’ї є хлопчик та дiвчинка»,
𝐵 – «в сiм’ї не бiльше однiєї дiвчинки». Всi елементарнi подiї рiв-
ноймовiрнi. Знайти P(𝐴), P(𝐵), P(𝐴 ∩ 𝐵), та довести, що подiї 𝐴
та 𝐵 залежнi.

Розв’язок: Простiр елементарних подiй Ω = {ХХ, ДД, ХД, ДХ}. Випишемо по-
дiї та визначимо їхнi ймовiрностi:

𝐴 = {ХД, ДХ}, 𝐵 = {ХХ, ХД, ДХ}, 𝐴 ∩𝐵 = {ХД, ДХ};

P(𝐴) =
1

2
; P(𝐵) =

3

4
; P(𝐴 ∩𝐵) =

1

2
̸= P(𝐴)P(𝐵).

Отже, подiї 𝐴 та 𝐵 залежнi.

Приклад 6.7

З усiх сiмей з трьома дiтьми обрано одну. Описати простiр
елементарних подiй та випадковi подiї: 𝐴 – «в сiм’ї є хлопчик
та дiвчинка», 𝐵 – «в сiм’ї не бiльше однiєї дiвчинки». Всi еле-
ментарнi подiї рiвноймовiрнi. Знайти P(𝐴), P(𝐵), P(𝐴 ∩ 𝐵),
та довести, що подiї 𝐴 та 𝐵 незалежнi.
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Розв’язок: Простiр елементарних подiй

Ω = {ХХХ, ДДД, ХХД, ДХХ, ХДХ, ДДХ, ХДД, ДХД}.

Випишемо подiї та визначимо їхнi ймовiрностi:

𝐴 = {ХХД, ДХХ, ХДХ, ДДХ, ХДД, ДХД}, 𝐵 = {ХХХ, ХХД, ДХХ, ХДХ},

𝐴 ∩𝐵 = {ХХД, ДХХ, ХДХ};

P(𝐴) =
6

8
=

3

4
; P(𝐵) =

4

8
=

1

2
; P(𝐴 ∩𝐵) =

3

8
= P(𝐴)P(𝐵).

Отже, подiї 𝐴 та 𝐵 в даному випадку незалежнi.

Приклад 6.8

Довести нерiвнiсть P(𝐴|𝐵) ≥ 1− P(𝐴)
P(𝐵)

.

Розв’язок: Перепишемо нерiвнiсть у виглядi

P(𝐴 ∩𝐵)

P(𝐵)
≥ P(𝐵)− (1− P(𝐴))

P(𝐵)
.

Воно справедливе лише коли виконується

P(𝐴 ∩𝐵) ≥ P(𝐵) + P(𝐴)− 1,

або
P(𝐵) + P(𝐴)− P(𝐴 ∩𝐵) ≤ 1.

В лiвiй частинi – ймовiрнiсть об’єднання подiй:

P(𝐴 ∪𝐵) ≤ 1.

Ця нерiвнiсть є справедливою згiдно аксiомам ймовiрностi.
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Приклад 6.9

Два мисливця стрiляють по мiшенi. Вони влучають в мiшень незалежно один вiд
одного з ймовiрностями 0.9 та 0.8 вiдповiдно. Яка ймовiрнiсть того, що влучить лише
один з них?

Розв’язок: Позначимо шукану подiю через 𝐴. Вона матиме мiсце, якщо одноча-
сно перший мисливець влучить, а другий не влучить, або другий влучить, а перший не
влучить. Якщо позначити подiї 𝐴1 – перший мисливець влучив при одному пострiлi, 𝐴2

– другий мисливець влучив при одному пострiлi, то

𝐴 = (𝐴1 ∩ 𝐴2) ∪ (𝐴1 ∩ 𝐴2).

Маємо об’єднання несумiсних подiй. Зважаючи на незалежнiсть подiй 𝐴1 та 𝐴2 i, як
наслiдок, незалежнiсть їхнiх заперечень, можемо знайти ймовiрнiсть подiї 𝐴:

P(𝐴) = P((𝐴1 ∩ 𝐴2) ∪ (𝐴1 ∩ 𝐴2)) = P(𝐴1)P(𝐴2) + P(𝐴1)P(𝐴2) =

= 0.9(1− 0.8) + (1− 0.9)0.8 = 0.26.

Вiдповiдь: 0.26.

Приклад 6.10

Два стрiльцi двiчi стрiляють по мiшенi. Вони влучають в мiшень при одному
пострiлi незалежно один вiд одного з ймовiрностями 𝑝1 та 𝑝2 вiдповiдно. Той, хто влучить
бiльше разiв, отримає грошову нагороду. Яка ймовiрнiсть того, що нагороду отримає
перший стрiлець?

Розв’язок: Позначимо подiю 𝐴 – виграє перший стрiлець. Вона матиме мiсце,
якщо одночасно перший влучить двiчi, а другий не влучить жодного разу або влучить 1
раз, або якщо перший влучить один раз, а другий не влучить жодного. Якщо позначити
подiї 𝐴𝑖 – перший стрiлець влучив рiвно 𝑖 разiв, 𝑖 = 0, 1, 2, 𝐵𝑖 – другий стрiлець влучив
рiвно 𝑖 разiв, 𝑖 = 0, 1, 2, то

𝐴 = (𝐴2 ∩𝐵0) ∪ (𝐴1 ∩𝐵0) ∪ (𝐴1 ∩𝐵0).

Зважаючи на несумiснiсть подiй, якi об’єднуються, та на незалежнiсть подiй 𝐴𝑖 та 𝐵𝑖,
𝑖 = 0, 1, 2, можемо знайти ймовiрнiсть подiї 𝐴:
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P(𝐴) = P((𝐴2∩𝐵0)∪ (𝐴1∩𝐵0)∪ (𝐴1∩𝐵0)) = P(𝐴2)P(𝐵0)+P(𝐴1)P(𝐵0)+P(𝐴1)P(𝐵0) =

= 𝑝21(1− 𝑝2)
2 + 2𝑝21𝑝2(1− 𝑝2) + 2𝑝1(1− 𝑝1)(1− 𝑝2)

2.

Вiдповiдь: 𝑝21(1− 𝑝2)
2 + 2𝑝21𝑝2(1− 𝑝2) + 2𝑝1(1− 𝑝1)(1− 𝑝2)

2.

Приклад 6.11

Нехай 𝐴 та 𝐵 – незалежнi подiї. Довести, що якщо 𝐴∪𝐵 та 𝐴∩𝐵 незалежнi, то
або P(𝐴) = 1, або P(𝐵) = 1, або P(𝐴) = 0, або P(𝐵) = 0.

Розв’язок:

Оскiльки вказанi пари подiй 𝐴 та 𝐵 i 𝐴 ∪𝐵 та 𝐴 ∩𝐵 незалежнi, то

P ((𝐴 ∩𝐵) ∩ (𝐴 ∪𝐵)) = P(𝐴 ∩𝐵) · P(𝐴 ∪𝐵) = P(𝐴)P(𝐵)P(𝐴 ∪𝐵).

З iншого боку, (𝐴 ∩𝐵) ∩ (𝐴 ∪𝐵) = 𝐴 ∩𝐵. Отже,

P ((𝐴 ∩𝐵) ∩ (𝐴 ∪𝐵)) = P(𝐴 ∩𝐵) = P(𝐴)P(𝐵).

Прирiвнюючи цi вирази, маємо:

P(𝐴)P(𝐵)P(𝐴 ∪𝐵) = P(𝐴)P(𝐵); P(𝐴)P(𝐵)(1− P(𝐴 ∪𝐵)) = 0;

P(𝐴)P(𝐵)(1− P(𝐴)− P(𝐵) + P(𝐴)P(𝐵)) = 0; P(𝐴)P(𝐵)(1− P(𝐴))(1− P(𝐵)) = 0,

звiдки випливає твердження задачi.

Задача 6.1. З колоди карт у 52 листи навмання виймають одну карту. Нехай подiя A
означає, що витягнута карта є пiкової мастi, а подiя B означає, що витягнута карта є туз. Чи
є цi подiї незалежними? Вiдповiдь обґрунтувати пiдрахунками.

Задача 6.2. Два рази пiдкидається гральний кубик. Подiя A означає, що за першим разом
випало 5, подiя B означає, що сума очок бiльше 8. Чи є цi подiї незалежними? Вiдповiдь
обґрунтувати пiдрахунками.

Задача 6.3. Тричi пiдкидається гральний кубик. Знайти ймовiрнiсть того, що випало три
одиницi, якщо вiдомо, що
а) на одному з кубикiв випала одиниця;
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б) на першому кубику випала одиниця;
в) на двох кубиках випали одиницi;
г) принаймнi на двох кубиках випала однакова кiлькiсть очок;
д) на всiх кубиках випала однакова кiлькiсть очок.

Задача 6.4. Вiдомо, що при пiдкиданнi п’яти монет принаймнi на однiй з них випав орел.
Яка ймовiрнiсть того, що випало п’ять орлiв?

Задача 6.5. Сiм пасажирiв сiдають в чотири вагони метро, кожен обирає вагон навмання.
Яка ймовiрнiсть того, що всi вони зайшли в один вагон, якщо вiдомо, що один з вагонiв
лишився порожнiм?

Задача 6.6. Довести, що якщо подiї 𝐴 i 𝐵 незалежнi, i 𝐴 ⊂ 𝐵, то або P(𝐴) = 0, або P(𝐵) = 1.
Отже якщо подiя 𝐴 не залежить сама вiд себе , то P(𝐴) = 0 або P(𝐴) = 1.

Задача 6.7. Спадковiсть незалежностi подiй. Довести, що якщо подiї 𝐴 i 𝐵 незалежнi,
то 𝐴 i 𝐵 теж незалежнi.

Задача 6.8. Подiї 𝐴, 𝐵1 та 𝐴, 𝐵2 є незалежними, причому 𝐵1 ∩ 𝐵2 = ∅. Довести, що подiї
𝐴 i 𝐵1 ∪𝐵2 теж незалежнi.

Задача 6.9. Довести, що коли подiї 𝐴, 𝐵, 𝐶 незалежнi у сукупностi, то подiї 𝐴 i 𝐵 ∪ 𝐶, а
також 𝐴 i 𝐵∖𝐶 – незалежнi.

Задача 6.10. Дано P(𝐴|𝐵) = 0.7, P
(︀
𝐴|𝐵

)︀
= 0.3, P(𝐵|𝐴) = 0.6. Знайти P(𝐴).

Задача 6.11. Довести, що якщо P(𝐴) = 0.9, P(𝐵) = 0.8, то P(𝐴|𝐵) ≥ 0.875.

Задача 6.12. Нехай P(𝐴) = 𝑝, P(𝐵) = 1− 𝜀, де 0 < 𝜀 < 1. Побудувати оцiнки зверху i знизу
для P(𝐴|𝐵).

Задача 6.13.* Є три попарно незалежнi подiї 𝐴,𝐵,𝐶, якi усi три разом вiдбутися не можуть.
Припустимо, що усi вони мають одну i ту саму ймовiрнiсть 𝑝 . Визначити найбiльше можливе
значення 𝑝.

Задача 6.14.* Вiдомо, що подiї 𝐴 i 𝐵 незалежнi, 𝐴 ∩𝐵 ⊂ 𝐶, 𝐶 ⊃ 𝐴 ∩𝐵. Довести, що

P(𝐴 ∩ 𝐶) ≥ P(𝐴) · P(𝐶).

Задача 6.15. Стрiлець A влучає у мiшень з ймовiрнiстю 0.6, стрiлець B – з ймовiрнiстю
0.5, стрiлець C – з ймовiрнiстю 0.4. Влучення чи промах одного стрiльця не впливають на
результати iнших. Стрiльцi зробили залп по мiшенi. Вiдомо, що є два влучення. Що бiльш
ймовiрно: влучив C у мiшень чи нi?

Задача 6.16. Три мисливцi одночасно вистрiлили по ведмедю. Вiдомо, що ведмедя вбито
однiєю кулею. Яка ймовiрнiсть того, що ведмедя вбив перший, другий або третiй мисливець,
якщо ймовiрностi влучення для них дорiвнюють вiдповiдно 𝑝1 = 0.2, 𝑝2 = 0.4, 𝑝3 = 0.6?
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Задача 6.17. Ймовiрностi подiй 𝐴, 𝐵 i 𝐶 дорiвнюють вiдповiдно 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3. Пiсля прове-
дення експерименту виявилось, що двi подiї вiдбулися, а одна нi. Довести, що при цiй умовi
ймовiрнiсть подiї 𝐶 буде бiльшою за 1/2 тодi, коли

1

𝑝1
+

1

𝑝2
− 1

𝑝3
> 1.

Задача 6.18. Два однаково влучних стрiльцi по черзi стрiляють по мiшенi. Кожен має право
зробити не бiльше двох пострiлiв. Перший, хто влучає у мiшень, отримує приз.
а) Якщо ймовiрнiсть влучення 𝑝 = 1/5, то що бiльш ймовiрно: отримають стрiльцi приз чи
нi?
б) Нехай 𝑝1 i 𝑝2 будуть ймовiрностi отримати приз для першого i другого стрiльця вiдповiдно.
Знайти 𝑝1/𝑝2, якщо 𝑝 = 1/3.

в) Яким буде це вiдношення, якщо число пострiлiв не обмежується?

Задача 6.19. Радiолокацiйна станцiя веде спостереження за 𝑛 об’єктами. За час спосте-
реження 𝑘-ий об’єкт може бути загублений з ймовiрнiстю 𝑝𝑘. Знайти ймовiрнiсть того, що:
жодного з об’єктiв не буде загублено; буде загублено один об’єкт; буде загублено не бiльш
нiж один об’єкт.

Задача 6.20. Пiдкидають два гральних кубики. Яка ймовiрнiсть того, що принаймнi один
раз випаде ”шiстка”, якщо вiдомо, що сума очок дорiвнює восьми?

Задача 6.21. Пiдкидають три гральних кубики. Яка ймовiрнiсть того, що принаймнi один
раз випаде ”шiстка”, якщо на усiх трьох кубиках випали рiзнi гранi?

Задача 6.22. Гральний кубик A має чотири червоних i двi бiлi гранi, а кубик B - двi червонi
i чотири бiлих. Один раз кидається монета. Якщо випав герб, то увесь час кидається тiльки
кубик A, а якщо решка – кубик B.
а) Вiдомо, що першi два кидки кубика дали червону грань. Яка ймовiрнiсть того, що i третiй
кидок також дасть червону грань?
б) Якщо першi 𝑛 кидкiв дали червону грань, то яка ймовiрнiсть того, що кидали кубик A?

Задача 6.23. Для пiдвищення надiйностi приладу вiн дублюється другим таким самим
приладом. Надiйнiсть кожного приладу 𝑝 (надiйнiсть – це ймовiрнiсть безвiдмовної роботи
на деякому фiксованому iнтервалi часу). При виходi з ладу першого приладу вiдбувається
миттєве пiдключення другого приладу.
а) Знайти надiйнiсть роботи цiєї системи приладiв.
б) Знайти надiйнiсть системи приладiв, якщо в свою чергу пристрiй пiдключення працює з
надiйнiстю 𝑝1.

Задача 6.24. Подiї 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, незалежнi у сукупностi, причому P (𝐴1) = . . . =

P (𝐴𝑛) = 𝑝. Знайти ймовiрнiсть того, що жодна з цих подiй не вiдбудеться.

Задача 6.25. Для пiдвищення надiйностi приладу вiн дублюється 𝑛 iншими приладами
такого ж типу. Надiйнiсть кожного приладу дорiвнює 𝑝.
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а) Знайти надiйнiсть роботи цiєї системи приладiв.
б) Знайти надiйнiсть системи приладiв, якщо пристрiй, який пiдключає дублюючий прилад,
має надiйнiсть 𝑝1.

Задача 6.26. Система складається з 𝑛 елементiв, з’єднаних послiдовно, надiйнiсть кожного
з яких дорiвнює 𝑝:

. . . .

Вихiд з ладу принаймнi одного з блокiв призводить до виходу з ладу всiєї системи. Для
пiдвищення надiйностi системи вона дублюється 𝑛 блоками такого ж типу. Який з наведених
нижче варiантiв дублювання дає бiльш високу надiйнiсть?

а)

1 2 𝑛

б)

1 2 𝑛

Задача 6.27. Нехай 𝑝𝑖 – надiйнiсть елементу 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 5. Знайти надiйнiсть наступної
схеми

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴5

Задача 6.28. Нехай 𝑝𝑖 – надiйнiсть елементу 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 5. Знайти надiйнiсть наступної
схеми

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴5
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Задача 6.29. Серед семи виробiв є три бракованих. Знайти ймовiрнiсть подiї 𝐴, яка полягає
в тому, що один за одним без повернення будуть вийнятi три вироби у такiй послiдовностi:
бракований – не бракований – бракований.

Задача 6.30. Знайти ймовiрнiсть влучити в мiшень принаймнi один раз при трьох пострiлах
(подiя 𝐴), якщо ймовiрнiсть влучити в мiшень при першому пострiлi (подiя 𝐴1) становить
0.7, при другому (подiя 𝐴2) – 0.8, при третьому (подiя 𝐴3) – 0.85.

Задача 6.31.* Несиметрична монета пiдкидається до тих пiр, доки 𝑁 раз пiдряд не випаде
герб. Знайти ймовiрнiсть того, що пiдкидання припиняться на парному кроцi.

Задача 6.32. Двiчi пiдкидають симетричний гральний кубик. Нехай подiя 𝐴 – ”сума очок
дорiвнює 4”, 𝐵 – ”випала принаймнi одна трiйка”. Знайти P(𝐴|𝐵). Чи є подiї 𝐴 та 𝐵 незале-
жними?

Задача 6.33. З колоди, що мiстить 52 карти, витягують послiдовно без повернення двi
карти. Нехай подiя 𝐴1 – ”перша карта пiкової мастi”, 𝐴2 – ”друга карта пiкової мастi”. Знайти
P(𝐴2|𝐴1), P(𝐴2|𝐴1), P(𝐴2 ∩ 𝐴1), P(𝐴2 ∪ 𝐴1), P(𝐴2).

Задача 6.34. З урни, що мiстить одну бiлу та одну червону кулю, навмання виймають
кулю. Якщо вона виявилася бiлою, її кладуть назад в урну. Якщо вона виявилася червоною,
її кладуть в урну разом з ще двома червоними кулями. Кулi перемiшують i знову виймають
одну. Яка ймовiрнiсть того, що обидва рази витягнули червону кулю?

Задача 6.35. Мускатнi сорти винограду, якi вирощуються в Херсонськiй та Одеськiй обла-
стях, час вiд часу вражаються певною грибковою хворобою. Припустимо, що ймовiрнiсть
ураження винограду в Херсонськiй областi 3/4, в Одеський – 2/5, а ймовiрнiсть того, що
враження є принаймнi в однiй з областей – 4/5. Виявилось, що в певний сезон є враження ви-
нограду в Херсонськiй областi. Яка ймовiрнiсть того, що в Одеськiй областi виноград також
уражений?

Задача 6.36. (Задача де-Мере) Скiльки разiв треба пiдкинути два гральнi кубика, щоб
ймовiрнiсть принаймнi один раз отримати шiстки була бiльша за 1/2?

Задача 6.37. Подiї 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 незалежнi в сукупностi, P(𝐴𝑘) = 𝑝𝑘. Яка ймовiрнiсть того, що
а) не трапиться жодна з подiй 𝐴1, ..., 𝐴𝑛;
б) трапиться принаймнi одна з подiй 𝐴1, ..., 𝐴𝑛;
в) трапиться рiвно одна з подiй 𝐴1, ..., 𝐴𝑛?

Задача 6.38. При одному циклi огляду радiолокацiйної станцiї, що веде спостереження
за космiчним об’єктом, об’єкт може бути виявлено з ймовiрнiстю 𝑝. Виявлення об’єкта в
кожному циклi можливе незалежно вiд iнших. Проведено 𝑛 циклiв огляду. Яка ймовiрнiсть
того, що об’єкт буде виявлено?

Задача 6.39. Працюють 𝑚 радiолокацiйних станцiй, кожна з яких за один цикл огляду
виявляє об’єкт з ймовiрнiстю 𝑝 незалежно вiд iнших циклiв та iнших станцiй. За час 𝑇 кожна
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станцiя встигає провести 𝑛 циклiв спостережень. Знайти ймовiрнiсть таких подiй: 𝐴 – за час
𝑇 об’єкт буде виявлено принаймнi однiєю станцiєю; 𝐵 – за час 𝑇 об’єкт буде виявлено кожною
станцiєю.

Задача 6.40. По мiшенi стрiляють ракетами. Ймовiрнiсть влучення кожної ракети в мiшень
𝑝, влучання окремих ракет – незалежнi подiї. Стрiляють до влучення в мiшень або до вико-
ристання всього боєзапасу ракет (в наявностi 𝑛 ракет). Яка ймовiрнiсть того, що
а) не весь боєзапас буде використано;
б) пiсля влучення в мiшень лишиться ще принаймнi двi ракети;
в) буде використано не бiльше двох ракет?

Задача 6.41. Тричi пiдкидають монету. Описати простiр елементарних подiй. Описати подiї:
𝐴 – двiчi випав герб; 𝐵 – принаймнi один раз випав герб. Обчислити P(𝐴∪𝐵), P(𝐵), P(𝐴|𝐵).

Задача 6.42. Тричi пiдкидають монету. Описати простiр елементарних подiй. Описати подiї:
𝐴 – двiчi випав герб; 𝐵 – принаймнi один раз випав герб. Обчислити P(𝐴∪𝐵), P(𝐵), P(𝐴|𝐵).

Задача 6.43. З урни, яка мiстить 𝑚 бiлих та 𝑛 чорних куль, послiдовно беруть 2 кулi.
Вiдомо, що перша куля бiла. Яка ймовiрнiсть того, що друга куля також бiла?

Задача 6.44. Вiдомо, що при пiдкиданнi 10 гральних кубикiв випала принаймнi одна оди-
ниця. Яка ймовiрнiсть того, що випало 2 або бiльше одиниць?

Задача 6.45. Довести, що якщо 𝐴 та 𝐵 – несумiснi подiї з додатними ймовiрностями, то 𝐴
та 𝐵 – залежнi.

Задача 6.46. Кидають два гральних кубика. Розглянемо випадковi подiї:
𝐴1 – на першому кубику випала парна кiлькiсть очок;
𝐴2 – на другому кубику випала непарна кiлькiсть очок;
𝐴3 – сума очок на двох кубиках непарна.
Довести, що подiї 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 попарно незалежнi , але не є незалежними в сукупностi.

Задача 6.47. Чотири особи тестують наослiп три види пива (𝐴, 𝐵 та 𝐶) i присуджують їм
ранг: 1 – для найкращого пива, потiм 2 та 3. Потiм ранги для кожного виду пива сумуються.
Припустимо, що особи не розбираються в пивi i присуджують ранги випадковим чином.
а) Яка ймовiрнiсть того, що пиво 𝐴 отримає загальну оцiнку 4?
б) Яка ймовiрнiсть того, що якийсь з видiв пива отримає оцiнку 4?
в) Яка ймовiрнiсть того, що якийсь з видiв пива отримає оцiнку 5 або менше?

Задача 6.48. Двооє гравцiв 𝐴 i 𝐵 грають матч. Ймовiрнiсть того, що 𝐴 переможе в однiй
грi, дорiвнює 2/3, ймовiрнiсть перемоги 𝐵 – 1/3. За перемогу в однiй грi нараховується 1
очко, за програш – 0 очок. Для перемоги в усьому матчi гравцю 𝐴 треба набрати 4 очка, а
гравцю 𝐵 – 2 очка. Чи рiвнi у гравцiв шанси на успiх?

Задача 6.49. Пiдводний човен атакує корабель, випускаючи по ньому послiдовно одну за
одною 𝑛 торпед. Кожна торпеда незалежно вiд iнших влучає в корабель з ймовiрнiстю 𝑝 i, при
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влучаннi, – з однаковою ймовiрнiстю в один з 𝑘 вiдсiкiв, на якi роздiлена пiдводна частина
корабля. Торпеда, що потрапила у вiдсiк, призводить до заповнення його водою. Корабель
йде на дно, якщо водою заповнено принаймнi два вiдсiка. З якою ймовiрнiстю корабель буде
затоплено?
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7 ФОРМУЛА ПОВНОЇ ЙМОВIРНОСТI ТА ФОРМУЛА
БАЄСА

Нехай для подiї 𝐴 iснує послiдовнiсть подiй 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . таких, що 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅ для

𝑖 ̸= 𝑗, P (𝐵𝑖) > 0 для 𝑖 = 1, 2, . . ., i, крiм того, 𝐴 ⊂
∞⋃︀
𝑖=1

𝐵𝑖. Тодi

P(𝐴) =
∞∑︁
𝑖=1

P(𝐵𝑖)P(𝐴|𝐵𝑖). (7.1)

Формула (7.1) називається формулою повної ймовiрностi.

Якщо до того ж P(𝐴) > 0, то

P (𝐵𝑖|𝐴) =
P(𝐵𝑖)P (𝐴|𝐵𝑖)

P(𝐴)
=

P(𝐵𝑖)P (𝐴|𝐵𝑖)
∞∑︀
𝑗=1

P(𝐵𝑗)P (𝐴|𝐵𝑗)
. (7.2)

Формула (7.2) називається формулою Баєса.

Приклад 7.1

Два стрiльцi пiдкидають монету та обирають, хто з них стрiляє по мiшенi (однiєю
кулею). Перший стрiлець влучає по мiшенi з ймовiрнiстю 1, другий стрiлець – з ймо-
вiрнiстю 0.00001. Можна зробити два висновки про експеримент: 𝐻1 = {стрiляє 1-й
стрiлець} та 𝐻2 = {стрiляє 2-й стрiлець}. Апрiорнi (a’priori – «до дослiду») ймовiрностi
цих гiпотез однаковi: P(𝐻1) = P(𝐻2) = 1/2. Розглянемо подiю 𝐴 = {куля влучила у мi-
шень}. Вiдомо, що P(𝐴|𝐻1) = 1, P(𝐴|𝐻2) = 0.00001. Тому ймовiрнiсть подiї, що куля
влучить у мiшень, за формулою повної ймовiрностi складе

P(𝐴) =
1

2
· 1 + 1

2
· 0.00001.

Припустимо що подiя 𝐴 сталася. Яка тепер апостерiорна (a’posteriori – «пiсля дослiду»)
ймовiрнiсть кожної з гiпотез 𝐻𝑖? Очевидно, що перша з цих гiпотез бiльш ймовiрна за
другу (а саме, у 100000 раз). Дiйсно, за формулою Баєса

P(𝐻1|𝐴) =
1/2 · 1

1/2 · 1 + 1/2 · 0.00001 =
1

1 + 0.00001
≈ 0.99999;

P(𝐻2|𝐴) =
1/2 · 0.00001

1/2 · 1 + 1/2 · 0.00001 =
0.00001

1 + 0.00001
≈ 0.0000099999.
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Приклад 7.2

80Z0Z0Z0Z
7Z0Z0Z0Z0
60Z0Z0Z0Z
5Z0Z0Z0Z0
40Z0Z0Z0Z
3Z0Z0Z0Z0
20Z0Z0Z0Z
1Z0Z0Z0Z0

a b c d e f g h

На шаховiй дошцi навмання обирають два поля (двi клiтинки).
Яка ймовiрнiсть, що це будуть два сусiднi поля (двi клiтинки,
що мають спiльну сторону)?
Розв’язок: розглянемо такi три гiпотези:
𝐻1 ={першим обрано одне з 4 кутових полiв a1, a8, h1, h8},
𝐻2 ={першим обрано одне з 24 граничних не-кутових полiв a2,
a3,. . . a7; b8, c8,. . . , g8; h7, h6, . . . , h2; g1, f1, . . . , b1},
𝐻3 ={першим обрано одне з решти 36 не-граничних полiв}.

Для подiї 𝐴 ={обранi поля будуть сусiднiми} нескладно порахувати за класичним
визначенням ймовiрностi наступнi значення: P(𝐻1) = 4

64
= 1

16
, P(𝐻2) = 24

64
= 3

8
,

P(𝐻3) = 36
64

= 9
16
, P (𝐴|𝐻1) = 2

64−1
= 2

63
, P (𝐴|𝐻2) = 3

64−1
= 1

21
, P (𝐴|𝐻3) = 4

64−1
= 4

63
,

звiдки за формулою повної ймовiрностi маємо

P(𝐴) =
3∑︁

𝑘=1

(𝐴|𝐻𝑘)P(𝐻𝑘) =
2

63
· 1

16
+

1

21
· 3
8
+

4

63
· 9

16
=

1

18
≈ 5.6 %.

Вiдповiдь:
1

18
≈ 5.6 %.

Приклад 7.3

�
Авто експлуатується двома особами: чоловiком та жiнкою по черзi. Ймовiр-
нiсть дорожньо-транспортної пригоди при керуваннi авто чоловiком є 0.1,
а ймовiрнiсть дорожньо-транспортної пригоди при керуваннi авто жiнкою

є 0.03. Чоловiк користується транспортним засобом удвiчi бiльше нiж жiнка.
а) Пiдрахувати ймовiрнiсть дорожньо-транспортної пригоди для даного авто;
б) Вiдомо, що сталася дорожня пригода. Пiдрахувати ймовiрнiсть того, що за кермом
був чоловiк.

Розв’язок:

Нехай 𝐴,𝐴1, 𝐴2 є наступними подiями: 𝐴 – сталася дорожня пригода, 𝐴1 – за
кермом був чоловiк, 𝐴2 – за кермом була жiнка. Використовуючи умову задачi, можемо
записати, що

P(𝐴1) =
2

3
, P(𝐴2) =

1

3
.
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А також: P(𝐴|𝐴1) = 10
100

= 0.1, P(𝐴|𝐴2) =
3

100
= 0.03.

a) Оскiльки 𝐴 ⊂ 𝐴1 ∪ 𝐴2, то на пiдставi формули повної ймовiрностi маємо:

P(𝐴) = P(𝐴1)P(𝐴|𝐴1) + P(𝐴2)P(𝐴|𝐴2) ==
2

3
· 1

10
+

1

3
· 3

100
=

23

300
.

б) За формулою Баєса маємо:

P(𝐴1|𝐴) =
P(𝐴1)P(𝐴|𝐴1)

P(𝐴)
=

2
3
· 1
10

23/300
=

20

23
.

Вiдповiдь: a)
23

300
, б)

20

23
.

Приклад 7.4

В 2001 роцi Європейська комiсiя запровадила масовi перевiрки кру-
пної рогатої худоби на наявнiсть форми коров’ячого сказу. Звичайно,
тести не дають 100 % точностi, практично всi вони з певною ймовiр-
нiстю дають хибнопозитивний (здорова корова визнана хворою) або
хибнонегативний результат (хвора корова визнана здоровою). Для ви-
значення точностi тесту Європейська комiсiя проводила дослiдження,

аналiзуючи зразки гарантовано хворих та гарантовано здорових корiв. В результатi було
заявлено, що один з тестiв визнавав хворими 70 % iнфiкованих корiв та 10 % здорових
корiв.

Нехай подiя 𝐴 – корова хвора, 𝐵 – тест визначив, що корова хвора. Тодi ймовiр-
ностi хибнопозитивного та хибнонегативного результатiв

P(𝐵|𝐴) = 0.7, P(𝐵|𝐴) = 0.1.

Припустимо, в певному регiонi доля корiв, якi є носiями хвороби, є 0.01 (цифра взята для
зручностi пiдрахункiв. Справжнi цифри меншi i є рiзними для рiзних країн, наприклад
для Голландiї орiєнтовна доля хворих корiв в 2003 роцi складала 0.000013). Визначимо
ймовiрнiсть того, що корова буде визнана хворою в результатi перевiрки. Ця ймовiрнiсть
залежить вiд того, чи є корова дiйсно хворою, чи нi. Згiдно формулi повної ймовiрностi
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маємо

P(𝐵) = P(𝐵|𝐴)P(𝐴) + P(𝐵|𝐴)P(𝐴) = 0.7 · 0.01 + 0.1 · (1− 0.01) = 0.106.

Припустимо тепер, що корова визнана хворою в результатi тестування. Яка ймо-
вiрнiсть того, що вона дiйсно є хворою? Скористаємось формулою Баєса:

P(𝐴|𝐵) =
P(𝐵|𝐴)P(𝐴)

P(𝐵|𝐴)P(𝐴) + P(𝐵|𝐴)P(𝐴) =
0.7 · 0.01

0.7 · 0.01 + 0.1 · (1− 0.01)
≈ 0.066.

Аналогiчно можна знайти ймовiрнiсть того, що корова хвора, якщо вона визнана здо-
ровою

P(𝐴|𝐵) =
P(𝐵|𝐴)P(𝐴)

P(𝐵|𝐴)P(𝐴) + P(𝐵|𝐴)P(𝐴) =
(1− 0.7) · 0.01

(1− 0.7) · 0.01 + (1− 0.1) · (1− 0.01)
≈ 0.0034.

Цi обчислення демонструють, що цей тест не є якiсним. Було б добре, щоб ймо-
вiрнiсть P(𝐴|𝐵) була близькою до 1.

Отриманi значення ймовiрностей ми можемо прокоментувати так: якщо про якусь
випадкову корову нiчого не вiдомо, то ймовiрнiсть того, що вона є носiєм хвороби, 0.01.
Якщо ж проведено тест, який виявився позитивним, ймовiрнiсть того, що корова дiйсно
є носiєм хвороби, 0.066. Проте, якщо тест дав негативний результат, то ймовiрнiсть цiєї
ж подiї лише 0.0034. З цього ми зокрема бачимо, що ймовiрнiсть подiї 𝐴 залежить вiд
того, чи трапилась подiя 𝐵.

Приклад 7.5 Л.Керол, Заплутана iсторiя: A Tangled Tale (1880-1885)

В урнi знаходиться одна куля, про яку вiдомо, що вона або бiла, або чорна. В урну
поклали бiлу кулю, а потiм, пiсля ретельного перемiшування, вийняли навмання одну
кулю, яка виявилася бiлою. Яка ймовiрнiсть того, що пiсля цього з урни виймуть бiлу
кулю?

Розв’язок: Стохастичний експеримент в даному випадку полягає у витягуваннi
двох куль з урни, що мiстить пiсля описаних процедур двi кулi. Причому вiдомо, що
одна з них точно бiла, друга – або бiла, або чорна (в таких випадках, коли немає пiдстав
вважати iнакше, вважають, що ймовiрнiсть того, що куля була бiлою, дорiвнює 1/2).
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Опишемо подiї:

𝐴 = {перша витягнута куля – бiла}; 𝐵 = {друга витягнута куля – бiла};

𝐵 ∩ 𝐴 = {обидвi витягнутi кулi – бiлi}.

Згiдно формулi умовної ймовiрностi маємо (знаменник обчислюємо за формулою
повної ймовiрностi, вводячи гiпотези про колiр кулi, що лежала в урнi до початку екс-
перименту)

P(𝐵|𝐴) = P(𝐵 ∩ 𝐴)
P(𝐴)

=
1/2

1 · 1/2 + 1/2 · 1/2 =
2

3
.

Приклад 7.6

²
Студент здає iспит у виглядi тесту, кожне питання якого має п’ять альтер-
нативних вiдповiдей. На частину питань студент знає вiдповiдь, на частину
– нi. Якщо студент знає вiдповiдь на питання, вiн вiдповiдає правильно,

якщо не знає – обирає вiдповiдь випадковим чином. Викладач, який спостерiгає за сту-
дентом, бачить, що на певне питання студент дав правильну вiдповiдь, i йому цiкаво, чи
студент дiйсно знав вiдповiдь, чи просто вгадав. Нехай 𝑝 – доля питань, на якi студент
знав вiдповiдi, i припустимо, що на тi питання, якi студент не знає, вiн дає вiрну вiдпо-
вiдь з ймовiрнiстю 1/5 (насправдi ситуацiя дещо краща, оскiльки часто студент може,
принаймнi, виявити гарантовано неправильнi вiдповiдi i ймовiрнiсть вгадати правильну
буде вища). Нехай подiя 𝐴 – студент вiдповiв правильно на певне питання, що цiкавить
викладача, подiя 𝐻1 (гiпотеза викладача) – це те, що студент знав вiдповiдь на питання,
𝐻2 – вгадав. Нас цiкавить P(𝐻1|𝐴).

Розв’язок: Згiдно формулi Баєса,

P(𝐻1|𝐴) =
P(𝐴|𝐻1)P(𝐻1)

P(𝐴|𝐻1)P(𝐻1) + P(𝐴|𝐻1)P(𝐻1)
=

1 · 𝑝
1 · 𝑝+ 1

5
(1− 𝑝)

.

Зауважимо, що
𝑝

𝑝+ 1
5
(1− 𝑝)

≥ 𝑝.

Для значення 𝑝 = 0.75 маємо

P(𝐻1|𝐴) =
0.75

0.75 + 0.25/5
= 0.9375,
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а для значення 𝑝 = 0.25

P(𝐻1|𝐴) =
0.25

0.25 + 0.75/5
= 0.625.

Тобто навiть якщо студент знає лише чверть матерiалу, якщо вiн вiдповiв правильно,
ймовiрнiсть того, що вiн знає питання, доволi висока.

Задача 7.1. Серед 𝑁 екзаменацiйних бiлетiв є 𝑛 ”щасливих”. За бiлетами студенти пiдходять
один за одним. У кого бiльша ймовiрнiсть узяти щасливий бiлет: у того, хто пiдiйшов першим,
чи у того, хто пiдiйшов другим?

Задача 7.2. Страхова компанiя займається страхуванням життя. 30 % застрахованих в
цiй компанiї палять. Якщо застрахований не палить, ймовiрнiсть його смертi упродовж року
дорiвнює 0.01. Якщо ж вiн палить, то ця ймовiрнiсть дорiвнює 0.05. Яка частина курцiв серед
тих застрахованих, що померли упродовж року?

î
Задача 7.3. Пiд час рентгенiвського обстеження ймовiрнiсть виявити захво-
рювання у хворого на туберкульоз дорiвнює 1 − 𝑏. Ймовiрнiсть визнати здорову
людину хворою дорiвнює 𝑎. Нехай частина хворих на туберкульоз вiдносно всього
населення становить 𝑟. Знайти ймовiрнiсть того, що людина здорова, якщо вона

визначена хворою.

Задача 7.4. В урнi 𝑛 куль, бiлi або чорнi. Усi припущення про число бiлих куль в урнi
рiвноможливi. З урни навмання беруть одну кулю. Яка ймовiрнiсть того, що вона бiла?

Задача 7.5. В першiй урнi знаходиться 4 бiлих кулi i 6 чорних куль, у другiй урнi – 7 бiлих
куль i 8 чорних куль. З кожної урни навмання виймають по однiй кулi i перекладають їх у
третю урну. Потiм з третьої урни виймають одну кулю.
a) Яка ймовiрнiсть того, що вона бiла?
б) Нехай вiдомо, що на другому етапi експерименту з третьої урни витягли бiлу кулю. Яка
ймовiрнiсть того, що вона належить першiй урнi?

Задача 7.6. На шаховiй дошцi навмання обирають два поля (два квадратики). Яка ймо-
вiрнiсть, що це будуть два поля, якi мають спiльний кут (два квадратики, що мають спiльну
точку)? Такими є, наприклад, поля b4 та c5. Примiтка: див. приклад 7.2 на стор. 61

Задача 7.7. Вiдбулось 3 випробування, в кожному з яких подiя А вiдбувається з ймовiрнiстю
0.2. Ймовiрнiсть появи другої подiї В залежить вiд числа появ подiї А: при одноразовiй появi
подiї А ця ймовiрнiсть дорiвнює 0.1, при дворазовому – 0.3, при триразовому – 0.7; якщо
подiя А не вiдбулась, то подiя В неможлива. Знайти найбiльш ймовiрне число появ подiї А,
якщо подiя В вiдбулась.
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Задача 7.8. Двi фабрики виробляють деяку продукцiю. Частина браку на першiй фабрицi
складає 3 % , а на другiй - 5 % . Навмання обрано фабрику i придбано 100 одиниць продукцiї.
Яка ймовiрнiсть того, що серед 100 виробiв буде 2 бракованих?

Задача 7.9. У двох урнах знаходиться 𝑛1 i 𝑛2 куль вiдповiдно. У першiй урнi 𝑚1 бiлих куль
i 𝑛1 −𝑚1 чорних куль, у другiй – 𝑚2 i 𝑛2 −𝑚2. З першої урни переклали у другу одну кулю,
колiр якої невiдомий. Пiсля цього з другої урни беруть одну кулю. Яка ймовiрнiсть, що ця
куля бiла?

Задача 7.10. Iз чисел {1, 2, . . . , 𝑛} навмання одне за одним обирають два числа. Яка ймовiр-
нiсть того, що рiзниця мiж першим обраним числом i другим буде не менша 𝑚 (0 < 𝑚 < 𝑛)?

Задача 7.11. З колоди карт у 32 листа навмання одна за одною без повернення витягли двi
карти. Яка ймовiрнiсть того, що другою картою можна накрити першу?

Задача 7.12. У ящику знаходиться 15 тенiсних м’ячiв, з яких 9 є новими. Для першої гри
навмання беруть 3 м’ячi, якi пiсля цього повертають у ящик. Для другої гри також навмання
беруть 3 м’ячi. Знайти ймовiрнiсть того, що усi м’ячi, якi узяли для другої гри, є новими.

Задача 7.13. Партiя транзисторiв, серед яких 10 % дефектних, надiйшла на перевiрку.
Схема перевiрки така, що з ймовiрнiстю 0.95 виявляється дефект (якщо вiн є) i з iмовiрнiстю
0.03 справний транзистор буде признаний дефектним. Яка ймовiрнiсть того, що навмання
обраний з партiї транзистор буде признаний дефектним?

Задача 7.14. В партiї з 𝑁 виробiв є 𝑀 дефектних. Для контролю з цiєї партiї навмання
обрано 𝑛 < 𝑁 виробiв. При перевiрцi можливi похибки двох типiв:
а) дефектний вирiб визнається справним (ймовiрнiсть цього 𝑝1);
б) справний вирiб з ймовiрнiстю 𝑝2 визнається дефектним.
Знайти ймовiрнiсть того, що серед 𝑛 обраних виробiв 𝑚 виробiв будуть визнанi дефектними.

Задача 7.15. Для пошуку родовища нафти на заданiй територiї органiзовано 𝑛 геологоро-
звiдувальних партiй, кожна з яких незалежно вiд iнших знаходить поклад з ймовiрнiстю 𝑝.
Пiсля аналiзу додаткової iнформацiї уся територiя подiлена на два райони, причому у пер-
шому районi родовище нафти може бути з ймовiрнiстю 𝑝1, а у другому - з ймовiрнiстю 1−𝑝1.
Як слiд розподiлити 𝑛 партiй мiж двома районами так, щоб ймовiрнiсть знаходження нафти
була максимальною?

Задача 7.16. Маємо двi монети – справжню i фальшиву. Фальшива монета випадає гербом
у два рази частiше, нiж решiткою. Пiдкидаємо навмання обрану монету. Вона випала гербом.
Яка ймовiрнiсть того, що ця монета фальшива?

Задача 7.17. Деталi виробляють на двох заводах. Об’єм продукцiї на другому заводi у 𝑛

раз бiльший, нiж на першому. Частина браку на першому заводi – 𝑝1, на другому заводi – 𝑝2.
Навмання обрана деталь виявилась бракованою. Яка ймовiрнiсть того, що вона зроблена на
другому заводi?
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 Задача 7.18. Вiдомо, що 5 % усiх чоловiкiв i 0.25 % усiх жiнок є дальтонiка-
ми. Навмання обрана особа виявилась дальтонiком. Яка ймовiрнiсть того, що це
чоловiк? Вважати, що чоловiкiв та жiнок однакова кiлькiсть.

Задача 7.19. Урна мiстить 𝑛 куль. Усi припущення про число бiлих куль в урнi рiвноймо-
вiрнi. Навмання обрана з урни куля виявилася бiлою. Обчислити ймовiрностi усiх припущень
про склад куль в урнi. Яке припущення найбiльш ймовiрне?

Задача 7.20. В урнi 30 куль – бiлi i чорнi. Всi припущення про склад куль рiвноможливi.
Iз урни навмання обрали 3 кулi, вони виявилися: одна – бiлою та двi – чорними.
а) Яка ймовiрнiсть саме таких трьох витягнутих куль?
б) Яке припущення про кiлькiсть бiлих куль в урнi найiмовiрнiше?

Задача 7.21. З урни, яка мiстить 𝑚 бiлих куль i 𝑛 чорних куль, загубили одну кулю.
Для того, щоб визначити склад куль в урнi, з урни узяли двi кулi. Вони виявилися бiлими.
Обчислити ймовiрнiсть того, що загублена куля була бiлою.

Задача 7.22. В урнi знаходиться одна куля, про яку вiдомо, що вона або бiла або чорна.
В цю урну кладуть бiлу кулю i пiсля перемiшування навмання виймають одну кулю. Вона
виявляється бiлою. Яка ймовiрнiсть того, що в урнi залишилася бiла куля?

Задача 7.23. З 18 стрiльцiв п’ять влучають у мiшень з ймовiрнiстю 0.8, сiм влучають з
ймовiрнiстю 0.7 i два стрiльцi з ймовiрнiстю 0.5. Навмання обраний стрiлець зробив пострiл,
але у мiшень не влучив. До якої групи найбiльш ймовiрно вiн належить?

Задача 7.24. У рибалки є три мiсця для ловлi риби, якi вiн вiдвiдує рiвноймовiрно. Вiдомо,
що якщо вiн закидає вудку на першому мiсцi, то риба клює з ймовiрнiстю 𝑝1, на другому
– з ймовiрнiстю 𝑝2, на третьому – з ймовiрнiстю 𝑝3. На ловлi риби рибак три рази закинув
вудку, а риба клюнула тiльки один раз. Треба знайти ймовiрнiсть того, що це трапилося на
першому мiсцi.

Задача 7.25. Iмовiрнiсть поразки команди ДК у матчi з командою ЮМ при дощовiй погодi
становить 0.5, а при вiдсутностi дощу – 0.6. Iмовiрнiсть дощу у день матчу становить 0.2.
а) Знайти ймовiрнiсть уникнення поразки командою ДК.
б) Вiдомо, що команда ДК зазнала поразки. Яка ймовiрнiсть того, що матч вiдбувався при
дощовiй погодi?

Задача 7.26. Нехай деяка комаха з ймовiрнiстю
𝑒−𝜆𝜆𝑘

𝑘!
кладе 𝑘 яєць (𝜆 > 0), а ймовiрнiсть

розвитку комахи з яйця дорiвнює 𝑝. Припускаючи взаємну незалежнiсть розвитку яєць, зна-
йти ймовiрнiсть того, що у комахи буде рiвно 𝑛 нащадкiв.

Задача 7.27. Перша урна мiстить три червоних, двi бiлих та одну синю кулю, друга – одну
червону, двi бiлих i три синiх кулi. Випадковим чином з кожної урни витягнули по однiй кулi.
а) Знайти ймовiрнiсть того, що обидвi кулi одного кольору;
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б) що бiльш ймовiрно: мати в результатi експерименту двi червонi чи двi бiлi кулi?
в) кулi, якi витягли в результатi експерименту, поклали в третю урну, перемiшали i потiм нав-
мання витягли по однiй кулi з усiх трьох урн. Знайти ймовiрнiсть того, що будуть витягнутi
кулi всiх трьох кольорiв.

î
Задача 7.28. В певному регiонi 0.1 % людей хворiють на туберкульоз. Тест на
туберкульоз виявляє туберкульоз з ймовiрнiстю 0.999. Якщо людина здорова, то
тест дасть хибнопозитивний результат з ймовiрнiстю 0.02. Для випадково обраної
людини тест дав позитивний результат. Яка ймовiрнiсть того, що людина дiйсно

хвора на туберкульоз?

� � � �
Задача 7.29.* Чотири злодiя, 𝐴, 𝐵, 𝐶 та 𝐷, на допитi кажуть правду з ймовiрнiстю 1/3.

Злодiй 𝐴 зробив заяву, що вiн не винен в злочинi, що розслiдується, пiсля чого 𝐷 сказав, що
𝐶 сказав, що 𝐵 сказав, що 𝐴 сказав правду. Яка ймовiрнiсть того, що 𝐴 дiйсно не винен?

Задача 7.30. В штучному лабiринтi пiддослiднiй мишi дається вибiр пiти лiворуч i отри-
мати їжу, чи пiти праворуч, де вона отримає слабкий електричний удар. Нехай до початку
всiх експериментiв миша з однаковою ймовiрнiстю може пiти лiворуч чи праворуч. Пiсля
отримання їжi в одному експериментi, ймовiрнiсть пiти лiворуч та праворуч в наступному
експериментi стає 0.6 та 0.4, Пiсля отримання розряду ймовiрностi пiти лiворуч та праворуч
в наступному експериментi стають 0.8 та 0.2 вiдповiдно. Яка ймовiрнiсть того, що миша пiде
лiворуч в другому експериментi? В третьому експериментi?

Задача 7.31. Перша урна мiстить двi бiлих та три чорних кулi, друга – шiсть бiлих та
чотири чорних. З ймовiрнiстю 𝑝 обирається перша урна або з ймовiрнiстю 1 − 𝑝 – друга, з
обраної урни навмання виймається куля. За якого значення 𝑝 ймовiрнiсть вийняти в такий
спосiб чорну кулю буде такою ж, як вийняти чорну кулю з однiєї урни, де змiшанi всi наявнi
кулi (6 бiлих та 7 чорних)?

Задача 7.32. 5 % людей має пiдвищений кров’яний тиск. Серед тих, хто має пiдвищений
тиск, 75 % вживають алкоголь, а серед тих, хто не має високого тиску, алкоголь вживають
50 % . Який вiдсоток тих, хто вживає алкоголь, має високий тиск?

Задача 7.33. Особа, яка займається продажем насiння сортових гарбузiв, визначила, що
4 % насiння не проросте. Вона продає насiння в пакетах по 50 насiнин та гарантує 90 %
проростання. Яка ймовiрнiсть того, що для випадково обраного пакетика буде порушена
гарантiя?

Задача 7.34. Пан Багатько, заможний продавець дiамантiв, хоче нагородити свого сина,
запропонувавши йому на вибiр двi коробочки, в кожнiй з яких мiститься три каменя. В
першiй коробочцi – два справжнiх дiаманти, i одна нiчого не варта пiдробка, в другiй – один
дiамант i два пiдробних каменя. Син обирає коробочку навмання, причому вiн має можливiсть
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вийняти випадковим чином з обраної коробочки один камiнь i перевiрити, чи вiн є справжнiм
дiамантом. Син вирiшив, що якщо перевiрений камiнь виявиться справжнiм, то вiн обере ту
коробочку, з якої вiн її витягнув. Якщо камiнь виявиться пiдробкою, вiн обере собi iншу
коробочку. Яка ймовiрнiсть того, що вiн обере коробочку з двома дiамантами?

Задача 7.35. Умовна ймовiрнiсть того, що у подружжя народиться хлопчик, дорiвнює
1
2
+𝑚𝜀1−𝑓𝜀2, де 𝜀1 та 𝜀2 – деякi малi константи, 𝑚 – кiлькiсть хлопцiв, а 𝑓 – кiлькiсть дiвчат,

що вже народилися у подружжя. Знайти ймовiрнiсть того, що
а) третя дитина буде хлопчиком, якщо вiдомо, що першi двi – дiвчата;
б) першi три дитини будуть хлопцями;
в) серед перших трьох дiтей буде принаймнi один хлопчик.

Задача 7.36. Виробник приладiв, якi перевiряють якiсть певних компонент, заявляє, що
прилад має високу надiйнiсть i ймовiрнiсть хибнонегативного i хибнопозитивного результату
– лише 𝑝 = 0.05. Покупець планує перевiрити за допомогою цього приладу велику партiю, в
якiй 5 % браку.
а) Яка ймовiрнiсть того, що компонент бракований, якщо прилад визнав його бракованим?
б) Якщо покупець хоче, щоб ймовiрнiсть в пунктi а) була 0.9, якою повинна бути ймовiрнiсть
хибнопозитивного та хибнонегативного результату 𝑝 приладу?

Задача 7.37. На шахову дошку в рiзнi клiтини ставлять навмання чорного та бiлого короля.
Яка ймовiрнiсть того, що при цьому вийде допустима ситуацiя (тобто королi не стоять в
сусiднiх клiтинах, зокрема по дiагоналi)?

Задача 7.38. Двi станцiї надсилають сигнал в спiльний канал зв’язку, причому перша з
них посилає вдвiчi бiльше сигналiв, нiж друга. Ймовiрнiсть отримати спотворений сигнал з
першої станцiї дорiвнює 0.05, з другої – 0.02. Яка ймовiрнiсть отримати спотворений сигнал
в загальному каналi зв’язку?

Задача 7.39. Ймовiрнiсть правильного виявлення наявностi шкiдливих речовин в продуктi
для кожного з контролерiв дорiвнює 4/5, 3/4 та 2/3. При одночасному контролi трьох проб
трьома контролерами правильно виявлено шкiдливi речовини у двох пробах. Яка ймовiрнiсть
того, що помилився третiй контролер?

Задача 7.40. Тато поклав до однiєї коробки 5 чорних кульок та 8 бiлих, а до другої коробки
– 19 чорних кульок та 12 бiлих. За таких умов вiн пропонує сину обрати навмання коробку,
а з неї навмання обрати кульку. Якщо кулька виявиться бiлою, то посуд митиме син, а якщо
чорна, то посуд митиме тато. У скiльки разiв син мiг би пiдвищити свої шанси на ”перемогу”,
якби йому дозволили до початку гри розкласти усi кульки у цi двi урни на свiй розсуд?
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Рис. 7.1: до задачi 7.41

Задача 7.41. Мандрiвник вирушає в подорож з пункту 𝑂 i на кожному роздорiжжi обирає
навмання один з можливих шляхiв (окрiм зворотного). Яка ймовiрнiсть того, що вiн потра-
пить в пункт
а) A (див. рис. 7.1 (а))? б) B (див. рис. 7.1 (б))? в) C (див. рис. 7.1 (в))?

Задача 7.42. Урна мiстить 𝑛 куль, всi припущення про кiлькiсть бiлих куль в урнi рiвномо-
жливi. Навмання обрана з урни куля виявилася бiлою. Обчислити ймовiрнiсть всiх припущень
про склад куль в урнi.

Задача 7.43. З урни, яка мiстить 𝑛 куль невiдомого кольору, вийняли одну кулю, яка
виявилася бiлою. Пiсля цього виймають ще одну кулю. Яка ймовiрнiсть того, що вона також
бiла (Всi припущення про початкову кiлькiсть бiлих куль в урнi рiвноможливi)?

Задача 7.44. На вхiд радiолокацiйного приладу надходить сигнал з шумом з ймовiрнiстю
𝑝 та лише шум з ймовiрнiстю 1 − 𝑝. Якщо надходить сигнал з шумом, то прилад реєструє
наявнiсть сигналу з ймовiрнiстю 𝑝1, якщо надходить лише шум, то прилад помилково реєструє
наявнiсть сигналу з ймовiрнiстю 𝑝2. Вiдомо, що прилад зареєстрував сигнал. Яка ймовiрнiсть
того, що сигнал надiйшов на вхiд приладу?

Задача 7.45. Вiдомо, що 34 % людей має першу групу кровi, 37 % – другу, 21 % – третю
i 8 % – четверту. Хворому з першою групою можна переливати лише кров першої групи, з
другою – кров першої та другої груп, з третьою – кров першої та третьої груп, з четвертою
можна переливати кров будь-якої групи. Яка ймовiрнiсть того, що довiльно взятому хворому
можна переливати кров довiльно обраного донора?
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8 СХЕМА НЕЗАЛЕЖНИХ ВИПРОБУВАНЬ
БЕРНУЛЛI

Уявiмо, що проводяться 𝑛 незалежних випробувань (дослiдiв), результатом кожного з
яких може бути або успiх (з ймовiрнiстю 0 < 𝑝 < 1), або невдача (з ймовiрнiстю 𝑞 = 1 − 𝑝).
Часто настання успiху позначають одиничкою, а невдачу – нулем, тодi простiр елементарних
подiй Ω такого експерименту є 𝑛-мiрний вектор з нулiв та одиниць. Очевидно, що |Ω| = 2𝑛,
а оскiльки множина Ω є скiнченною, то за 𝜎-алгебру ℜ беруть множину всiх її пiдмножин
(булеан), а ймовiрнiсть визначають так: ∀𝐴 ∈ ℜ

P(𝐴) =
∑︁
𝜔∈𝐴

P(𝜔) =
∑︁
𝜔∈𝐴

𝑝

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜔𝑘

𝑞
𝑛−

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜔𝑘

,

бо кожен елементарний наслiдок 𝜔 складається саме з
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘 успiхiв (одиничок) i саме з

𝑛 −
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜔𝑘 невдач (нулiв). Побудовану таким чином скiнченну ймовiрнiсну схему (Ω,ℜ,P)
називають схемою незалежних випробувань Бернуллi з параметрами 𝑛 та 𝑝.

Позначимо через P𝑛,𝑝(𝑚) ймовiрнiсть того, що в цiй схемi вiдбулося рiвно 𝑚 успiхiв (це
так звана бiномiальна ймовiрнiсть). Вiдомо, що:

P𝑛,𝑝(𝑚) = 𝐶𝑚
𝑛 𝑝

𝑚(1− 𝑝)𝑛−𝑚, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. (8.1)

У випадках, коли кiлькiсть випробувань в схемi Бернуллi 𝑛 дуже велика (порядку
десяткiв, сотень, тисяч), рахувати ймовiрностi отримати певну кiлькiсть успiхiв за формулою
(8.1) дуже незручно. Тому виникає необхiднiсть в отриманнi зручних наближених формул для
обчислення цих ймовiрностей для великих 𝑛.

Розглянемо два наближення для формули (8.1) в рiзних припущеннях щодо значень 𝑛
i 𝑝, заданi теоремою Пуассона i локальною та iнтегральною теоремами Муавра-Лапласа.

Теорема 8.1 (Пуассона) Якщо 𝑛→ ∞, 𝑝 = 𝑝(𝑛) → 0, 𝑛 · 𝑝(𝑛) → 𝜆 > 0, то

P𝑛,𝑝(𝑚) −−−−→
𝑛→∞

𝑒−𝜆𝜆
𝑚

𝑚!

для кожного 𝑚 ≥ 0.

Ця теорема (її ще називають законом рiдкiсних подiй) дає змогу наближено пiдрахо-
вувати бiномiальну ймовiрнiсть для великих 𝑛 та малих 𝑝.
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Зауваження. Щоб похибка в результатi замiни P{𝜉𝑛 = 𝑘} = 𝐶𝑘
𝑛𝑝

𝑘𝑞𝑛−𝑘 на 𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆 була

незначною, 𝑛 має бути не менше за кiлька десяткiв, а краще сотень, а добуток 𝜆 = 𝑛𝑝 не пови-
нен перевищувати 10. При iнших значеннях 𝜆 варто застосовувати локальну або iнтегральну
теорему Муавра-Лапласа.

Теореми Муавра-Лапласа стверджують, що дискретний бiномiальний розподiл може
бути наближений неперервним нормальним розподiлом при великих значеннях 𝑛.

Нехай 𝜈𝑛 позначає кiлькiсть успiхiв у схемi Бернуллi з параметрами 𝑛 та 𝑝.

Теорема 8.2 (Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа) Для довiльних 𝑎 < 𝑏 спра-
ведливе спiввiдношення

lim
𝑛→∞

P
(︂
𝑎 <

𝜈𝑛 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

≤ 𝑏

)︂
=

1√
2𝜋

𝑏∫︁
𝑎

𝑒−
𝑦2

2 𝑑𝑦.

З цiєї теореми випливає наступна формула для обчислення ймовiрностi кiлькостi успi-
хiв у схемi Бернуллi

P (𝐴 ≤ 𝜈𝑛 ≤ 𝐵) ≈ Φ

(︂
𝐵 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

)︂
− Φ

(︂
𝐴− 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

)︂
, (8.2)

де Φ(𝑥) = 1√
2𝜋

𝑥∫︀
−∞

𝑒−
𝑦2

2 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ (−∞,∞), – функцiя розподiлу стандартного нормального зако-

ну, значення якої можна знайти в табл. 3 на стор. 302. Таблицi значень функцiї Φ даються
зазвичай лише для додатних значень 𝑥, якi не перевищують значення 3. Значення Φ(𝑥) для
𝑥 > 3 можна вважати рiвними 1. Для знаходження значень Φ для вiд’ємного аргумента, варто
скористатися симетричнiстю та нормованiстю цiєї функцiї, внаслiдок яких Φ(−𝑥) = 1−Φ(𝑥),

𝑥 > 0.

Порядок похибки в формулi (8.2) є 𝑂(1/√𝑛𝑝𝑞).

Теорема 8.3 (Локальна теорема Муавра-Лапласа) Нехай 𝑛 → ∞ та 𝑘 → ∞ так,

що
𝑘 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

→ 𝑦. Тодi справедливе наступне спiввiдношення

lim
𝑛→ ∞
𝑘 → ∞

√
𝑛𝑝𝑞P (𝜈𝑛 = 𝑘) =

1√
2𝜋
𝑒
−
𝑦2

2 .
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З цiєї теореми як наслiдок маємо наступну наближену формулу для обчислення ймо-
вiрностi кiлькостi успiхiв у схемi Бернуллi для великих 𝑛, 𝑘:

P (𝜈𝑛 = 𝑘) ≈ 1√
2𝜋

√
𝑛𝑝𝑞

𝑒
−(𝑘 − 𝑛𝑝)2/2𝑛𝑝𝑞,

причому похибка є теж порядку 𝑂(1/√𝑛𝑝𝑞).

Зауваження. Наближенi формули, якi фiгурують в теоремах Муавра-Лапласа доцiль-
но використовувати (теореми дають задовiльне наближення) при 𝑛 > 100, 𝑛𝑝 > 20, 𝑛𝑝𝑞 > 9

(локальна) (𝑛𝑝 > 5 та 𝑛(1 − 𝑝) > 5 – iнтегральна). Причому чим ближче 𝑝 та 𝑞 до 1/2, тим
точнiшi данi формули. При великих або малих значеннях ймовiрностi 𝑝 (близьких до 0 або 1)
формули дають велику похибку (порiвняно з базовою формулою Бернуллi). В цих випадках
краще використовувати наближення Пуассона.

Приклад 8.1

Скiльки випробувань Бернуллi з ймовiрнiстю успiху 𝑝 = 0.01 треба провести, щоб
ймовiрнiсть хоча б одного успiху була не менша 1/2?

Розв’язок:

Оскiльки ймовiрнiсть того, що вiдбудеться хоча б один успiх є 1 − P𝑛,𝑝(0), то за
умовою задачi ми шукаємо таке 𝑛, для якого 1 − P𝑛,𝑝(0) ≥ 1

2
, тобто: 1 − (0.99)𝑛 ≥ 1/2,

(0.99)𝑛 ≤ 1/2, 𝑛 ≥ log0.990.5 ≈ 68.96756. Враховуючи, що шукане 𝑛 є натуральним
числом, маємо таку вiдповiдь: 𝑛 ≥ 69.

Приклад 8.2

У певного студента ймовiрнiсть здати кожен з п’яти iспитiв сесiї дорiвнює 0.7
незалежно вiд результатiв здачi iнших iспитiв. Яка ймовiрнiсть того, що
а) студент здасть рiвно три iспити;
б) студент здасть хоча б два iспити.

Розв’язок: Маємо схему незалежних випробувань Бернуллi, одне випробування
полягає в успiшнiй здачi iспиту. Вiдповiдно 𝑛 = 5, 𝑝 = 0.7, 𝑞 = 1 − 𝑝 = 0.3, випадкова
величина 𝜉5 – кiлькiсть успiшно зданих iспитiв упродовж сесiї. Скористаємось формулою
(8.1):

а) P{𝜉5 = 3} = 𝐶3
50.7

30.32 ≈ 0.3;

б) P{2 ≤ 𝜉5 ≤ 5} = 1− P{𝜉5 ≤ 1} = 1− 𝐶0
50.7

00.35 − 𝐶1
50.7

10.34 ≈ 0.97.
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Приклад 8.3

Iван Гуляйполе є постiйним клiєнтом корчми. Вiн пропонує iншим клiєнтам таку
гру: клiєнт вибирає число вiд 1 до 6, i симетричний гральний кубик пiдкидається тричi.
Якщо число, яке назвав клiєнт, жодного разу не випаде, клiєнт платить Iвану 100 грн.
Якщо вказане число випадає один, два чи три рази, Iван платить клiєнту 100, 200 чи
300 грн вiдповiдно. Наскiльки вигiдною є ця гра для Iвана?

Розв’язок: На перший погляд ця гра є бiльш вигiдною для клiєнта. Порахуємо.

Маємо схему незалежних випробувань Бернуллi з трьома випробуваннями (𝑛 = 3)
та ймовiрнiстю успiху в одному випробуваннi 𝑝 = 1/6. Отже, можемо знайти ймовiрнiсть
того, що вказане число випаде 𝑘 разiв (𝑘 = 0, 1, 2, 3):

P{𝜉3 = 𝑘} = 𝐶𝑘
3

(︂
1

6

)︂𝑘 (︂
5

6

)︂3−𝑘

.

Звiдси можна пiдрахувати математичне сподiванняа Iванового виграшу:

100 · P{𝜉3 = 0} − 100 · P{𝜉3 = 1} − 200 · P{𝜉3 = 2} − 300 · P{𝜉3 = 3} =

= 100 · 125
216

− 100 · 3 · 25

216
− 200 · 3 · 5

216
− 300 · 1

216
= 100 · 17

216
= 7.87 грн.

аВизначення математичного сподiвання див. на ст. 84.

Приклад 8.4

В схемi незалежних випробувань Бернуллi з параметрами 𝑛 та 𝑝 знайти найбiльш
iмовiрну кiлькiсть успiхiв.

Розв’язок: Потрiбно знайти 𝑘, для якого ймовiрнiсть P𝑛,𝑝(𝑘) досягає свого най-
бiльшого значення. Iз очевидних рiвностей

P𝑛,𝑝(𝑘)

P𝑛,𝑝(𝑘 − 1)
=

𝑝

(1− 𝑝)

𝑛− 𝑘 + 1

𝑘
= 1 +

(𝑛+ 1) 𝑝− 𝑘

𝑘 (1− 𝑝)

маємо: якщо 𝑘 < (𝑛+ 1) 𝑝 то
P𝑛,𝑝(𝑘) > P𝑛,𝑝(𝑘 − 1)

(з ростом k ймовiрностi P𝑛,𝑝(𝑘) збiльшуються), а якщо 𝑘 > (𝑛+ 1) 𝑝, то

P𝑛,𝑝(𝑘) < P𝑛,𝑝(𝑘 − 1)
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(з ростом k ймовiрностi P𝑛,𝑝(𝑘) зменшуються). Нехай 𝑥 = (𝑛+ 1) 𝑝, а через [𝑥] позначимо
найбiльше цiле число, яке не перевищує 𝑥. Якщо 𝑥 не цiле, то шуканим 𝑘 буде 𝑘 =

[𝑥]. Якщо ж 𝑥 цiле, то шуканих 𝑘 буде два: [𝑥] та [𝑥] − 1. Цей же результат iнколи
формулюють так: шуканi 𝑘 є цiлими розв’язками нерiвностi

𝑛𝑝− 𝑞 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑝+ 𝑝.

Приклад 8.5

За даними метеослужби ймовiрнiсть того, що 8 березня в Києвi пiде дощ, дорiвнює
0.31. Знайти найбiльш ймовiрну кiлькiсть дощових днiв 8 березня в Києвi упродовж 50
рокiв.

Розв’язок: В даному випадку 𝑘 = 𝑛𝑝 + 𝑝 = 51 · 0.31 = 15.81 – не цiле. Отже,
найбiльш ймовiрною кiлькiстю дощових днiв є 15.

Приклад 8.6

î
Нехай ймовiрнiсть наявностi специфiчної хвороби у людини 0.003. Яка ймо-
вiрнiсть того, що в спiльнотi, що складається з 1000 осiб, є не менше 10 осiб
з цiєю хворобою?

Розв’язок: Маємо схему з 𝑛 = 1000 випробувань Бернуллi з ймовiрнiстю ”успiху”
𝑝 = 0.003. Шукана ймовiрнiсть дорiвнює

P{𝜉1000 ≥ 10} =
1000∑︁
𝑘=10

𝐶𝑘
1000(0.003)

𝑘(0.997)1000−𝑘 = 1−
9∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
1000(0.003)

𝑘(0.997)1000−𝑘.

Обчислення навiть одного доданку в цiй сумi є вельми проблематичним. В даному ви-
падку, оскiльки 𝑛 велике, а 𝑝 – мале, варто скористатися наближенням, яке дає теорема
Пуассона. Маємо 𝜆 = 1000 · 0.003 = 3, i шукана ймовiрнiсть

P{𝜉1000 ≥ 10} = 1−
9∑︁

𝑘=0

𝐶𝑘
1000(0.003)

𝑘(0.997)1000−𝑘 ≈ 1−
9∑︁

𝑘=0

3𝑘

𝑘!
𝑒−3 ≈ 0.001.
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Приклад 8.7 (Днi народження. Феллер, т.1, ст. 171.)

Яка ймовiрнiсть 𝑝𝑘 того, що в групi з 500 осiб рiвно 𝑘 осiб народилися 1 сiчня?

Розв’язок: Якщо цi особи вибранi випадково, то можна вважати, що маємо
справу зi схемою незалежних випробувань Бернуллi з 𝑛 = 500 (достатньо велике) та
𝑝 = 1/365 (дуже мале). Можемо використати наближення розподiлом Пуассона для
пiдрахунку ймовiрностей зi значенням 𝜆 = 500/365 ≈ 1.3699:

P{𝜉500 = 𝑘} =
(1.3699)𝑘

𝑘!
𝑒−1.3699.

Кiлька ймовiрностей 𝑝𝑘, пiдрахованих за точними формулами для бiномiального
розподiлу та їхнi пуассонiвськi наближення наведенi в таблицi.

𝑘 0 1 2 3 4 5 6
Бiномiальнi
ймовiрностi .2537 .3484 .2388 .1089 .0372 .0101 .0023

Пуассонiвськi
ймовiрностi .2541 .3481 .2385 .1089 .0373 .0102 .0023

Приклад 8.8

Страхова компанiя має таку полiтику: вона покриває певнi страховi випадки стан-
дартною виплатою 100000 грн. Щомiсячний внесок застрахованої особи – 25 грн. Кiль-
кiсть вимог на покриття страхового випадку – в середньому 100. Компанiя має бiльше
нiж 1 млн. застрахованих клiєнтiв. Яка ймовiрнiсть того, що компанiї за мiсяць доведе-
ться виплатити бiльше, нiж 15 млн. грн.?

Розв’язок: Фактично, кожна застрахована особа є одним випробуванням Бер-
нуллi, «успiхом» можна вважати настання страхового випадку та вiдповiдно отримання
страхової премiї упродовж мiсяця. Маємо дуже велику кiлькiсть випробувань з дуже
малою ймовiрнiстю «успiху» в одному з них. Отже, доцiльним є наближення випадко-
вої величини, яка є загальною кiлькiстю страхових вимог упродовж мiсяця, розподiлом
Пуассона з параметром 𝜆 = 100 (параметр розподiлу Пуассона 𝜆 є математичним спо-
дiванняма).

Ймовiрнiсть того, що компанiї доведеться виплатити бiльше нiж 15 млн. грн.
упродовж мiсяця – це ймовiрнiсть того, що P{𝜉1000000 > 150}. Якщо пiдрахувати це
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число згiдно наближенню Пуассона, матимемо P{𝜉1000000 > 150} = 1.23 · 10−6. Отже,
керiвництву компанiї не варто хвилюватися.

аВизначення математичного сподiвання див. на ст. 84.

Приклад 8.9

Знайти ймовiрнiсть того, що в результатi 1000 пiдкидань монети число випадання
герба буде знаходитися в iнтервалi (475, 525).

Розв’язок: Маємо схему незалежних випробувань Бернуллi з 𝑝 = 0.5, 𝑛 = 1000.

Отже, 𝑛𝑝 = 500, 𝑛𝑝𝑞 = 250.

Пiдставляючи всi данi в формулу (8.2), маємо:

P {475 ≤ 𝜉100 ≤ 525} ≈ Φ

(︂
525− 500√

250

)︂
− Φ

(︂
475− 500√

250

)︂
=

= Φ(1.58)− Φ(−1.58) = 2 · Φ(1.58)− 1 ≈ 2 · 0.9429− 1 = 0.8858.

Значення функцiї Φ(𝑥) беремо з таблицi 3 на стор. 302.

Приклад 8.10

Невелике мiсто щодня вiдвiдують 100 туристiв, якi вдень йдуть обiдати. Кожен з
них обирає для обiду один з двох мiських ресторанiв з рiвними ймовiрностями та неза-
лежно один вiд одного. Власник одного з ресторанiв хоче, щоб з ймовiрнiстю приблизно
0.99 всi туристи, якi прийшли в його ресторан, могли там одночасно пообiдати. Скiльки
мiсць має бути в ресторанi, щоб це було можливо?

Розв’язок: Будемо вважати, що подiя А трапилась, якщо турист вибрав ресто-
ран зацiкавленого власника. Вiдповiдно за умовою маємо 𝑛 = 100, 𝑝 = 𝑃 (𝐴) = 𝑞 = 1/2.
Нас цiкавить найменша кiлькiсть вiдвiдувачiв 𝑚, для якої ймовiрнiсть одночасного при-
ходу не менш нiж 𝑚 туристiв зi 100 з ймовiрнiстю ”успiху” для кожного 1/2 приблизно
дорiвнює ймовiрностi переповнення ресторану, тобто 1-0.99=0.01.

Таким чином, нас цiкавить таке найменше число 𝑚, що

P {𝑚 ≤ 𝜉100 ≤ 100} ≈ 0.01.
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Застосуємо iнтегральну теорему Муавра-Лапласа (формулу (8.2)) В нашому ви-

падку 𝑚 – невiдоме, √𝑛𝑝𝑞 = 5,
𝐵 − 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

=
100− 50

5
= 10,

𝐴− 𝑛𝑝√
𝑛𝑝𝑞

=
𝑚− 50

5
=
𝑚

5
− 10.

Тодi

0.01 ≈ P {𝑚 ≤ 𝜉100 ≤ 100} ≈
(︁
Φ(10)− Φ

(︁𝑚
5
− 10

)︁)︁
≈ 1− Φ

(︁𝑚
5
− 10

)︁
,

Φ
(︁𝑚
5
− 10

)︁
≈ 0.99.

В таблицях значень функцiї Φ(𝑥) (див. табл. 3 на стор. 302) знаходимо
𝑚

5
− 10 ≈ 2.33,

отже 𝑚 ≈ (2.33 + 10) · 5 = 61.65.

Отже, в ресторанi має бути 62 мiсця.

Задача 8.1. Скiльки раз треба пiдкинути три монети, щоб ймовiрнiсть появи принаймнi
один раз трьох орлiв була бiльшою за 0.8?

Задача 8.2. Скiльки раз потрiбно пiдкинути два гральних кубики, щоб ймовiрнiсть випа-
дання хоча б один раз суми чисел 5 була бiльшою за 0.95?

Задача 8.3. Ймовiрнiсть взяття пенальтi воротарем дорiвнює 𝑝. Яка ймовiрнiсть того, що
воротар вiзьме хоча б один м’яч з 5? При 𝑝 = 0.5; 𝑝 = 1

6
знайти найбiльш ймовiрне число

взятих пенальтi.

Задача 8.4. Компанiя встановлює цiну за страхування збиткiв вiд ураганiв, використовую-
чи наступнi припущення:
1) упродовж одного календарного року не може бути бiльше одного урагану;
2) ймовiрнiсть того, що упродовж одного календарного року буде ураган, дорiвнює 0.05;
3) число ураганiв упродовж будь-якого року не залежить вiд числа ураганiв упродовж будь-
якого iншого календарного року.
Використовуючи припущення компанiї, знайти розподiл числа ураганiв за 20 рокiв та пiдра-
хувати ймовiрнiсть того, що за 20 рокiв буде менше трьох ураганiв.

Задача 8.5. Що бiльш ймовiрно: виграти у гравця рiвного собi за силою 4 партiї з 8, чи 3
партiї з 5?

Задача 8.6. Гральний кубик пiдкидають п’ять раз. Знайти ймовiрнiсть того, що два рази
з’явилося число очок, яке кратне трьом.

Задача 8.7. Знайти умовну ймовiрнiсть того, що у 𝑛 випробуваннях Бернуллi герб випав
при 𝑘-ому випробуваннi, якщо вiдомо, що герб випав рiвно один раз.
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Задача 8.8. Зроблено 20 пострiлiв у цiль. Ймовiрнiсть влучення при одному пострiлi дорiв-
нює 0.7. Обчислити:
а) ймовiрнiсть того, що буде принаймнi одне влучення;
б) ймовiрнiсть того, що буде не бiльше двох влучень;
в) найбiльш ймовiрне число влучень.

Задача 8.9. Батарея зробила 14 пострiлiв по об’єкту. Ймовiрнiсть влучення дорiвнює 0.2.
Обчислити:
а) найбiльш ймовiрне число влучень;
б) ймовiрнiсть знищення об‘єкту, якщо для знищення потрiбно не менше чотирьох влучень.

Задача 8.10. Проблема Джона Смiта. У 1693 роцi Джоном Смiтом було поставлене
таке питання: чи однаковi шанси на успiх у трьох чоловiкiв, якщо першому треба отримати
хоча б одну ”шiстку” при пiдкиданнi грального кубика шiсть раз, другому – не менше двох
”шiсток” при дванадцяти пiдкиданнях грального кубика, третьому – не менше трьох ”шiсток”
при вiсiмнадцяти кидках грального кубика?

Задача 8.11. Ймовiрнiсть успiху в схемi Бернуллi втричi бiльша за ймовiрнiсть невдачi.
Для кожного цiлого невiд’ємного 𝑘 знайти ймовiрнiсть того, що серед чотирьох випробувань
буде рiвно 𝑘 успiхiв.

Задача 8.12. Нехай 𝜉 – випадкова величина, що має бiномiальний розподiл з параметрами
𝑛 = 25 та 𝑝 = 0.2. Оцiнити P𝜉 <M𝜉 − 2

√
D𝜉.

Задача 8.13. Нехай 𝜉 – випадкова величина, що має бiномiальний розподiл з параметрами
𝑛 = 100 та 𝑝 = 0.1. Оцiнити P𝜉 <M𝜉 − 3

√
D𝜉.

Задача 8.14. Нехай 𝜉 – випадкова величина, що має бiномiальний розподiл з параметрами
𝑛 та 𝑝. За яких значень параметра 𝑝 дисперсiя D𝜉 досягатиме свого максимального значення
при фiксованому 𝑛?

Задача 8.15. П’яниця, маючи бажання дiйти до кiнця вулицi, робить крок у вiрному на-
прямку або в протилежному напрямку з однаковою ймовiрнiстю. Нехай 𝜉 – кiлькiсть крокiв
в правильному напрямку, на якi вiн просунеться за 𝑛 спроб. Знайти розподiл 𝜉 та її матема-
тичне сподiвання1.

Задача 8.16. Нехай 𝑈𝑛 – ймовiрнiсть того, що число успiхiв у 𝑛 випробуваннях Бернул-
лi парне. Знайти рекурентне спiввiдношення i генератрису послiдовностi 𝑈𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .).
Генератриса послiдовностi 𝜙𝑛, (𝑛 = 1, 2, . . .) визначається так:

𝜓(𝑠) =
∑︁
𝑛≥1

𝜙𝑛𝑠
𝑛.

Знайти явний вид ймовiрностi 𝑈𝑛.
1Визначення математичного сподiвання див. на ст. 84.
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Задача 8.17.* Нехай 𝑉𝑛 – це ймовiрнiсть того, що число успiхiв у 𝑛 випробуваннях Бернуллi
дiлиться на три. Знайти рекурентне спiввiдношення i генератрису для послiдовностi 𝑉𝑛 (𝑛 =

1, 2, . . .).

Задача 8.18. Знайти ймовiрнiсть того, що у випробуваннях Бернуллi з ймовiрнiстю успiху
𝑝 (i невдачi 𝑞 = 1− 𝑝) 𝑟-ий успiх вiдбудеться у випробуваннi з номером 𝑟 + 𝑘.

Задача 8.19. Задача Банаха про сiрники. Математик носить у правiй i лiвiй кишенi
по коробцi сiрникiв, якi мiстять по 𝑁 сiрникiв. Коли йому потрiбен сiрник, вiн навмання
обирає одну з кишень. У деякий момент часу математик вперше виймає порожню коробку.
Iнша коробка у цей момент часу може мати 𝑟 ∈ {0.1, . . . , 𝑁} сiрникiв. Треба знайти ймовiр-
ностi вiдповiдних подiй 𝑢𝑟 (𝑟 = 0.1, 2 . . . , 𝑁) i ймовiрнiсть того, що вiдсутнiсть сiрникiв було
виявлено вперше не в тiй коробцi, яка спорожнiла першою.

Задача 8.20. Гра двох гравцiв A i B складається з 𝑛 партiй, причому ймовiрнiсть виграшу
в однiй партiї гравця A дорiвнює 𝑝, а гравця B – 𝑞 = 1 − 𝑝. Гру зупинили у момент, коли A
не вистачає до перемоги 𝑎 очок, а B – 𝑏 очок. Яким чином подiлити приз?

Задача 8.21.* Пiдрахувати ймовiрнiсть того, що у випробуваннях Бернуллi (з ймовiрнiстю
успiху 𝑝 в окремому випробуваннi) серiя з 𝑎 послiдовних успiхiв з’явиться ранiше, нiж серiя
з 𝑏 послiдовних невдач.

Задача 8.22. Знайти ймовiрнiсть того, що з 𝑛 незалежних випробувань в схемi Бернуллi
буде парна кiлькiсть успiхiв, якщо ймовiрнiсть успiху є 𝑝, а ймовiрнiсть невдачi є 𝑞 = 1− 𝑝.

Задача 8.23. Ви уклали парi з другом, що серед наступних 15 машин, якi проїдуть вули-
цею, буде принаймнi двi, у яких спiвпадають перша та остання цифри номерного знаку. Яка
ймовiрнiсть того, що Ви виграєте парi?

Задача 8.24. Яка ймовiрнiсть того, що одне й те саме число випаде принаймнi двiчi в 10
обертаннях рулетки?

Задача 8.25. Двоє пiдкидають монету 𝑛 разiв кожен. Яка ймовiрнiсть того, що у них випаде
однакова кiлькiсть гербiв?

Задача 8.26. Знайти ймовiрнiсть влучити в мiшень не менше двох разiв при десяти неза-
лежних пострiлах, якщо ймовiрнiсть влучення при одному пострiлi 1/5? Знайти ймовiрнiсть
принаймнi двох влучень, якщо вiдомо, що є одне влучення.

Задача 8.27. Знайти ймовiрнiсть влучити в мiшень не менше двох разiв при 500 незале-
жних пострiлах, якщо ймовiрнiсть влучення при одному пострiлi 0.002? Знайти ймовiрнiсть
принаймнi двох влучень.

� Задача 8.28. В магазин надiйшла партiя з 1000 ламп. Доля бракованих ламп
цього типу складає 0.1 %. Яка ймовiрнiсть того, що

а) в партiї не буде жодної бракованої лампи;
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б) в партiї буде рiвно одна бракована лампа;
в) буде бiльше двох бракованих ламп?

Задача 8.29. Яка ймовiрнiсть того, що при 1000 пiдкиданнях симетричної монети хоча б 5
разiв випаде 10 гербiв?

Задача 8.30. Студент їде маршруткою до унiверситету та назад 20 днiв упродовж мiсяця.
Час очiкування маршрутки є випадковою величиною, рiвномiрно розподiленою вiд 0 до 15
хвилин. Яка ймовiрнiсть того, що студент буде чекати маршрутку менше 30 секунд хоча б 5
разiв упродовж осенi?

Задача 8.31. Ймовiрнiсть того, що мешканцi квартири замовлять пiццу упродовж дня, до-
рiвнює 0.001. Яка ймовiрнiсть того, що мешканцi кварталу на 500 квартир замовлять бiльше,
нiж одну пiццу?

Задача 8.32. Страхова компанiя виявила, що приблизно 0.005 вiдсотка населення помирає
щороку внаслiдок специфiчної аварiї. Яка ймовiрнiсть того, що в наступному роцi компанiя
буде змушена виплатити бiльше трьох страхових виплат, пов’язаних з цiєю аварiєю, серед
10000 застрахованих осiб?

Задача 8.33. Процес виробництва електричних чайникiв має забезпечувати долю бракова-
них виробiв в межах 1 %. Кожну годину з виробництва випадковим чином беруть 10 чайникiв
на перевiрку. Якщо серед них буде хоча б один бракований чайник, всю партiю, що вироблена
упродовж години, вiдправляють на додаткову перевiрку. Якщо доля браку вiдповiдає заявле-
нiй, яка ймовiрнiсть того, що партiя буде вiдправлена на перевiрку? Яку кiлькiсть чайникiв у
вибiрцi (замiсть 10) треба перевiряти, якщо виробник бажає, щоб ймовiрнiсть того, що партiя
вiдправлятиметься на перевiрку, була приблизно 0.95 при долi браку 10 %?

Задача 8.34. Одна лампа при вмиканнi перегорає з ймовiрнiстю 0.001. Знайти ймовiрнiсть
того, що п’яти ламп вистачить на 2000 вмикань.

Задача 8.35. Ймовiрнiсть вгадати всi шiсть номерiв в лотереї ”6 з 49” дорiвнює 7.15 ·10−8. В
розiграшi бул продано 5 млн бiлетiв. Яка ймовiрнiсть того, що хоча б хтось вгадав всi шiсть
номерiв? Яка мiнiмальна кiлькiсть бiлетiв має бути продана, щоб з ймовiрнiстю не менше,
нiж 0.9, був би хоча б один повний виграш?

Задача 8.36. Насiнина соняшника проростає в певному регiонi з ймовiрнiстю 0.8. Знайти
ймовiрнiсть того, що серед 500 посаджених насiнин проросте хоча б 450.

Задача 8.37. Знайти ймовiрнiсть того, що серед 100 незалежних пострiлiв влучними будуть
вiд 80 до 90, якщо ймовiрнiсть влучення при кожному пострiлi незалежно вiд iнших дорiвнює
0.75. Якщо для знищення об’єкту потрiбно принаймнi 90 влучень, яку мiнiмальну кiлькiсть
пострiлiв треба зробити, щоб ймовiрнiсть знищення об’єкта була принаймнi 0.95?

Задача 8.38. В мiстечку, де проживає 5000 дорослих, проведено соцiальне опитування
щодо певних змiн. У виборцi з 100 осiб 60 осiб висловилось за змiни, 40 – проти. Якби б
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змiни пiдтримувало лише половина населення, яка ймовiрнiсть того, що при вибiрковому
опитуваннi отримано 60 голосiв ”за” ?

Задача 8.39. Експеримент полягає в пiдкиданнi двох симетричних гральних кубикiв. Яка
ймовiрнiсть того, що якщо пiдкинути їх 600 разiв, то кiлькiсть разiв, коли сума очок на двох
кубиках дорiвнює 7, буде вiд 90 до 110?

Задача 8.40. В певному регiонi лише 75 вiдсоткiв водiїв регулярно використовує пасок
безпеки. Випадковим чином обрано 500 водiїв. Яка ймовiрнiсть того, що
а) з обраних водiїв регулярно користуються пасками безпеки вiд 360 до 400 водiїв?
б) менше 400 з цих водiїв регулярно користуються пасками безпеки?
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9 ДИСКРЕТНI ВИПАДКОВI ВЕЛИЧИНИ

Нехай (Ω,ℜ,P) ймовiрнiсний простiр, а 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑘, .. ∈ ℜ скiнченна або злiченна
множина подiй таких, що ∪

𝑘
𝐴𝑘 = Ω, 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗. Через 𝜒𝐴𝑘

(𝜔) будемо позначати
iндикатор подiї 𝐴𝑘:

𝜒𝐴𝑘
(𝜔) =

{︃
1, якщо 𝜔 ∈ 𝐴𝑘,

0, якщо 𝜔 /∈ 𝐴𝑘.

Дискретною випадковою величиною 𝜉(𝜔) будемо називати лiнiйну комбiнацiю
iндикаторiв

𝜉(𝜔) =
∑︁
𝑘

𝑥𝑘𝜒𝐴𝑘
(𝜔), 𝑥𝑘 ∈ 𝑅.

Очевидно, що для 𝜔 ∈ 𝐴𝑘, 𝜉(𝜔) = 𝑥𝑘 i множина усiх значень 𝑋 = {𝑥1, ..., 𝑥𝑘, ...} не бiльш нiж
злiченна.

Законом розподiлу випадкової величини 𝜉 будемо називати ймовiрнiсть P(𝜉 ∈ 𝐵),
що розглядається як функцiя числової множини 𝐵. Закон розподiлу визначається значеннями
𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘, .., якi приймає 𝜉, i ймовiрностями цих значень 𝑝𝑘 = 𝑃{𝜔 : 𝜉(𝜔) = 𝑥𝑘}, 𝑘 = 1, 2, ....
Так

P(𝜉 ∈ 𝐵) =
∑︁

𝑘:𝑥𝑘∈𝐵
𝑝𝑘.

Нижче наведено приклади важливих дискретних розподiлiв.

1. Бiномiальний закон розподiлу з параметрами 𝑛 i 𝑝 (𝑛 ∈ 𝑁 , 0 < 𝑝 < 1):

𝑝𝑘 = 𝐶𝑘
𝑛𝑝

𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘, 𝑘 ∈ 𝑋 = {0, 1, ..., 𝑛}.

Для скорочення цей розподiл часто позначають як 𝐵𝑖(𝑛, 𝑝), також можна зустрiти позначення
𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝) та 𝐵(𝑛, 𝑝). Фразу “випадкова величина 𝜉 має бiномiальний розподiл з параметрами
𝑛 i 𝑝” можна скорочено записати як 𝜉 ∼ 𝐵𝑖(𝑛, 𝑝).

2. Геометричний закон розподiлу з параметром 𝑝 (0 < 𝑝 < 1):

𝑝𝑘 = (1− 𝑝)𝑝𝑘, 𝑘 ∈ 𝑋 = {0, 1, 2, ...}.

Цей розподiл iнколи позначають як 𝐺𝑒𝑜𝑚(𝑝) або 𝐺(𝑝). Для випадкової величини 𝜉 з таким
розподiлом можна писати 𝜉 ∼ 𝐺(𝑝).

3. Пуассонiвський закон розподiлу з параметром 𝜆 (𝜆 > 0):

𝑝𝑘 =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, 𝑘 ∈ 𝑋 = {0, 1, ...}.

Цей розподiл iнколи позначають як Π(𝜆) або 𝑃𝑜𝑖𝑠(𝜆). Для випадкової величини 𝜉 з таким
розподiлом можна писати 𝜉 ∼ Π(𝜆).
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4. Гiпергеометричний закон розподiлу з параметрами 𝑛,𝑁,𝑀 (𝑛,𝑁,𝑀 – натуральнi
числа, 𝑛,𝑀 ≤ 𝑁):

𝑝𝑘 =
𝐶𝑘

𝑀𝐶
𝑛−𝑘
𝑁−𝑀

𝐶𝑛
𝑁

, 𝑘 ∈ 𝑋 = {max(0, 𝑛− (𝑁 −𝑀)), ...,min(𝑀,𝑛)}.

5. Розподiл Паскаля з параметром 𝑎 > 0:

P(𝜉 = 𝑛) =
𝑎𝑛

(1 + 𝑎)𝑛+1 , 𝑛 = 0, 1, ...

Дискретна випадкова величина 𝜉 називається сумовною, якщо ряд
∑︀
𝑘

𝑥𝑘𝑝𝑘 збiгається

абсолютно. Тодi сума цього ряду називається математичним сподiванням i позначається
через M𝜉. Таким чином,

M𝜉 =
∑︁
𝑘

𝑥𝑘𝑝𝑘.

Якщо 𝜉 i 𝜂 сумовнi випадковi величини, то 𝜉 + 𝜂 теж сумовна i

M (𝜉 + 𝜂) = M𝜉 +M𝜂.

Коли iснує M𝜉𝑛, то його називають моментом 𝑛-го порядку випадкової величини 𝜉.
Момент 𝑛-го порядку (𝜉 −M𝜉) називається центральним моментом 𝑛-го порядку для 𝜉. Цен-
тральний момент другого порядку називається дисперсiєю i позначається через D𝜉:

D𝜉 = M(𝜉 −M𝜉)2.

Наведемо основнi властивостi дисперсiї:

1) D𝜉 = M𝜉2 − (M𝜉)2;

2) для будь-якої константи 𝑐 D(𝑐𝜉) = 𝑐2D𝜉, D(𝜉 + 𝑐) = D𝜉;

3) D𝜉 = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑃{𝜔 : 𝜉(𝜔) = M𝜉(𝜔)} = 1.

Нехай на (Ω,ℜ,P) задано 𝑛 дискретних випадкових величин 𝜉1, ..., 𝜉𝑛. Їх можна роз-
глядати як 𝑛-вимiрний випадковий вектор 𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛). Сумiсним законом розподiлу
𝜉1, ..., 𝜉𝑛 (або вектора 𝜉) будемо називати ймовiрнiсть

𝑃{𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) ∈ 𝐵},

яка розглядається як функцiя множини 𝐵 ⊆ 𝑅𝑛.
Цей закон визначається значеннями (𝑥1𝑗1 , 𝑥2𝑗2 , ..., 𝑥𝑛𝑗𝑛), якi приймає 𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛), i ймовiр-
ностями цих значень

𝑝𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑛 = P(𝜉1 = 𝑥1𝑗1 , 𝜉2 = 𝑥2𝑗2 , ..., 𝜉𝑛 = 𝑥𝑛𝑗𝑛).

Очевидно, 𝑝𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑛 ≥ 0 i
∑︀

𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑛

𝑝𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑛 = 1.

84



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Випадковi величини 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 будемо називати незалежними, якщо для довiльних
𝑥1𝑗1 , 𝑥2𝑗2 , ..., 𝑥𝑛𝑗𝑛

P(𝜉1 = 𝑥1𝑗1 , 𝜉2 = 𝑥2𝑗2 , ..., 𝜉𝑛 = 𝑥𝑛𝑗𝑛) =
𝑛∏︁

𝑖=1

P(𝜉𝑖 = 𝑥𝑖𝑗𝑖).

Якщо на ймовiрнiсному просторi (Ω,ℜ,P) задана послiдовнiсть випадкових величин
{𝜉𝑛}∞1 , то їх незалежнiсть визначається як незалежнiсть будь-якої скiнченної пiдмножини
випадкових величин з цiєї послiдовностi.

Наведемо додатковi властивостi математичного сподiвання i дисперсiї для незалежних
випадкових величин.

1) Якщо 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 незалежнi i сумовнi, то
𝑛∏︀

𝑖=1

𝜉𝑖 теж сумовна i

M

(︃
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜉𝑖

)︃
=

𝑛∏︁
𝑖=1

M𝜉𝑖.

2) Якщо 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 незалежнi i M𝜉2𝑖 < +∞, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, то

D(𝜉1 + ...+ 𝜉𝑛) = D𝜉1 + ...+D𝜉𝑛.

Розглянемо двi випадковi величини 𝜉 i 𝜂, для яких M𝜉2,M𝜂2 < +∞.

Коварiацiєю випадкових величин 𝜉 та 𝜂 називається

cov(𝜉, 𝜂) = M(𝜉 −M𝜉)(𝜂 −M𝜂) = M𝜉𝜂 −M𝜉M𝜂.

Коефiцiєнтом кореляцiї випадкових величин 𝜉 та 𝜂 називається

𝜌(𝜉, 𝜂) =
cov(𝜉, 𝜂)√
D𝜉

√
D𝜂

.

Теорема 9.1 Коефiцiєнт кореляцiї має наступнi властивостi

1. |𝜌(𝜉, 𝜂)| ≤ 1.

2. Якщо 𝜌(𝜉, 𝜂)=±1, то iснують дiйснi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 такi що 𝑎𝜉 + 𝑏𝜂 = 𝑐.

3. Якщо випадковi величини 𝜉 та 𝜂 є незалежними, то 𝜌(𝜉, 𝜂)= 0.

4. Для довiльних дiйсних 𝑎1 та 𝑎2 має мiсце 𝜌(𝑎1𝜉+𝑏1, 𝑎2𝜂+𝑏2) = 𝑠𝑖𝑔𝑛 (𝑎1𝑎2) 𝜌(𝜉, 𝜂).
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Дискретну випадкову величину, яка приймає цiлi невiд’ємнi значення, будемо називати
цiлочисловою. Цiлочислову випадкову величину зручно вивчати за допомогою генератри-
си 𝜓𝜉(𝑠), що визначається як

𝜓𝜉(𝑠) = M𝑠𝜉 =
∑︁
𝑘≥0

𝑝𝑘𝑠
𝑘 (9.1)

i iснує для |𝑠| ≤ 1. Оскiльки

𝑝𝑘 =
1

𝑘!
𝜓

(𝑘)
𝜉 (0), 𝑘 = 0, 1, ... (9.2)

то мiж законами розподiлу i генератрисами рiвностi (9.1), (9.2) встановлюють взаємно одно-
значну вiдповiднiсть.

Замiсть моментiв M𝜉𝑛 у випадку цiлочислових випадкових величин бiльш зручно мати
справу з факторiальними моментами M𝜉[𝑛], де 𝜉[𝑛] = 𝜉(𝜉−1)...(𝜉−𝑛+1), 𝜉[0] = 1. Очевидно,
через факторiальнi моменти можна виписати M𝜉𝑛 i навпаки. Має мiсце рiвнiсть

M𝜉[𝑛] = 𝜓
(𝑛)
𝜉 (1) (9.3)

де права частина (9.3) розумiється як lim
𝑠↑1

𝜓
(𝑛)
𝜉 (𝑠) i може дорiвнювати +∞.

Для пiдрахунку M𝜉 i D𝜉 часто користуються формулами

M𝜉 = 𝜓′
𝜉(1), D𝜉 = 𝜓′′

𝜉 (1) + 𝜓′
𝜉(1)− [𝜓′

𝜉(1)]
2.

Якщо 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 незалежнi, то

𝜓𝜉1+...+𝜉𝑛(𝑠) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝜓𝜉𝑖(𝑠) (9.4)

Формулу (9.4) можна узагальнити. Якщо 𝜈, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, ... незалежнi випадковi величини,
𝑆𝜈 = 𝜉1 + ...+ 𝜉𝜈 i 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, ... однаково розподiленi з генератрисою 𝜓𝜉(𝑠), то

𝜓𝑆𝜈 (𝑠) = 𝜓𝜈(𝜓𝜉(𝑠)) (9.5)

Наведенi вище поняття та формули можна узагальнити на випадок, коли випадкова
величина приймає цiлi значення (а не лише невiд’ємнi). В цьому випадку випадкова величина
теж називається цiлочисловою а її генератриса визначається тепер так

𝜓𝜉(𝑠) = M𝑠𝜉 =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝑝𝑘𝑠

𝑘, |𝑠| ≤ 1.

Аналогом формули (9.2) тепер є

𝑝𝑘 =
1

2𝜋𝑖

∮︁
|𝑠|=1

𝜑𝜉(𝑠)

𝑠𝑘+1
𝑑𝑠.
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Формули (9.3)-(9.5) зберiгаються i для таких цiлочислових випадкових величин. (Зви-
чайно вважаємо, що у випадку формули (9.5) випадкова величина 𝜈 приймає натуральнi
значення).

Нехай тепер (𝜉1, 𝜉2) – пара випадкових величин з цiлочисловими компонентами 𝜉𝑖, 𝑖 =
1, 2, та сумiсним розподiлом

P{𝜉1 = 𝑖, 𝜉2 = 𝑗} = 𝑝𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, ....

Двовимiрною генератрисою вектора (𝜉1, 𝜉2) називається функцiя вiд двох змiнних

𝑃𝜉1,𝜉2(𝑠1, 𝑠2) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑝𝑖𝑗𝑠
𝑖
1𝑠

𝑗
2 = M(𝑠𝜉11 𝑠

𝜉1
1 )

Двовимiрний випадок може бути очевидним чином розширений на 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑚) –
випадковий вектор з цiлочисловими компонентами 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, ...,𝑚.

Нехай є однотипнi частки, якi можуть породжувати подiбнi собi новi частки. Одна
початкова частка утворює нульове поколiння. Вона живе одиницю часу (поколiння), пiсля
чого гине, породжуючи випадкову кiлькiсть 𝜉0 подiбних собi нащадкiв: рiвно 𝑘 нових часток
з ймовiрнiстю 𝑝𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, .... Кожна з новонароджених часток також живе одиницю ча-
су i в кiнцi її породжує незалежно вiд iнших часток випадкову кiлькiсть 𝜉1 нащадкiв 𝑘 з
ймовiрнiстю 𝑝𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, ...,, i т.д. Безпосереднi нащадки часток 𝑛-го поколiння утворюють
(𝑛+ 1)-ше поколiння. Яка ймовiрнiсть того, що нащадки однiєї частки вимруть?

Для всiх номерiв поколiння часток 𝑛 = 0, 1, ... визначимо випадковi величини 𝜉𝑛 –
кiлькiсть нащадкiв однiєї частки 𝑛- го поколiння. Ми припускаємо, що 𝜉𝑛, 𝑛 = 0, 1, ..., –
незалежнi в сукупностi однаково розподiленi невiд’ємнi цiлочисельнi випадковi величини,
𝑝𝑘 = P{𝜉 = 𝑘} – ймовiрнiсть того, що одна частка матиме 𝑘 нащадкiв.

Простим гiллястим процесом (процесом Гальтона-Ватсона) називається послi-
довнiсть випадкових величин 𝜈𝑛, 𝑛 = 0, 1, ..., яка визначає загальну кiлькiсть часток в 𝑛-му
поколiннi та задається рекурентно

𝜈0 = 1, 𝜈𝑛 =

𝜈𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 =

𝜉1∑︁
𝑘=1

𝜈𝑛−1, 𝑛 = 0, 1, 2, ....

Позначимо через

𝑃 (𝑠) = M𝑠𝜉 =
∞∑︁
𝑘=0

P{𝜉 = 𝑘}𝑠𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑠
𝑘, |𝑠| ≤ 1,

генератрису, що визначає розподiл кiлькостi нащадкiв однiєї частки 𝜉𝑛. Генератриса кiлькостi
часток в 𝑛-му поколiннi може бути записана як суперпозицiя

𝑃𝑛(𝑠) = 𝑃𝜈(𝑛)(𝑠) = 𝑃𝜈(𝑛−1)(𝑃 (𝑠)) = 𝑃 (𝑃 (𝜈(𝑛− 1))) = 𝑃 (𝑃 (...𝑃 (𝑠)))⏟  ⏞  
𝑛 раз

.
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Ймовiрнiстю виродження гiллястого процесу в 𝑛-му поколiннi називають ймо-
вiрнiсть того, що в цьому поколiннi кiлькiсть часток дорiвнює нулю:

𝜋𝑛 = P{𝜈𝑛 = 0}.

Оскiльки генератриса за визначенням є сумою ряду

𝑃𝑛(𝑠) = M𝑠𝜈𝑛 =
∞∑︁
𝑘=0

P{𝜈𝑛 = 𝑘}𝑠𝑘,

то ймовiрнiсть виродження процесу в 𝑛-му поколiннi дорiвнює коефiцiєнту 𝑝0 цього ряду, або
значенню генератриси в нулi:

𝜋𝑛 = P{𝜈𝑛 = 0} = 𝑃𝑛(0).

Ймовiрнiстю виродження гiллястого процесу називається границя ймовiрностi
виродження процесу в 𝑛-му поколiннi при 𝑛→ ∞:

𝜋 = lim
𝑛→∞

P{𝜈𝑛 = 0} = lim
𝑛→∞

𝜋𝑛.

Якщо M𝜉 = 𝜇 середня кiлькiсть безпосереднiх нащадкiв однiєї частки, то, згiдно вла-
стивостi генератриси, маємо:

M𝜉 = 𝜇 = 𝑃 ′(1).

Теорема 9.2 Теорема про ймовiрнiсть виродження гiллястого процесу Якщо
для гiллястого процесу 𝜇 ≤ 1, то ймовiрнiсть виродження процесу 𝜋 = 1. Якщо 𝜇 > 1, то
ймовiрнiсть виродження процесу 𝜋 < 1 є єдиним на iнтервалi [0, 1) розв’язком рiвняння

𝜋 = 𝑃 (𝜋).

Приклад 9.1

В двох урнах лежать бiлi та чорнi кулi: в першiй – 3 бiлих, 4 чорних, в другiй –
4 бiлих, 3 чорних. З першої урни навмання витягли двi кулi i переклали в другу урну.
Записати розподiл випадкової величини 𝜉 – кiлькостi бiлих куль в другiй урнi пiсля
експерименту.

Розв’язок: Пiсля експерименту кiлькiсть бiлих куль в другiй урнi може лиши-
тися рiвною 4, якщо переклали двi чорнi кулi (ймовiрнiсть цього 4

7
· 3
6
= 2

7
), може стати

рiвною 5, якщо переклали 1 бiлу, 1 чорну кулi (з ймовiрнiстю 4
7
· 3
6
+ 3

7
· 4
6
= 4

7
), або стати

88



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

рiвною 6, якщо переклали двi бiлi кулi (з ймовiрнiстю 3
7
· 2
6
= 1

7
). Отже, ряд розподiлу

цiєї випадкової величини зручно записати у виглядi таблицi:

𝑥𝑖 4 5 6
𝑝𝑖 2/7 4/7 1/7

Зауважимо, що сума всiх ймовiрностей в нижньому ряду таблицi дорiвнює 1, що є до-
брою ознакою.

Приклад 9.2

Розподiл випадкової величини 𝜉 визначено таким чином:

P{𝜉 = 𝑘} =
𝐶

𝑘(𝑘 + 1)
, 𝑘 = 1, 2, ... .

Знайти значення константи 𝐶 та ймовiрностi P{𝜉 ≤ 3}, P{𝑘1 ≤ 𝜉 ≤ 𝑘2}.

Розв’язок: Значення 𝐶 знаходимо з умови
∑︀∞

𝑘=1 P{𝜉 = 𝑘} = 1 :

∞∑︁
𝑘=1

P{𝜉 = 𝑘} =
∞∑︁
𝑘=1

𝐶

𝑘(𝑘 + 1)
= 𝐶

∞∑︁
𝑘=1

(︂
1

𝑘
− 1

𝑘 + 1

)︂
=

= 𝐶

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
−

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘 + 1

)︃
= 𝐶

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
−

∞∑︁
𝑘=2

1

𝑘

)︃
= 𝐶 = 1.

Знайдемо вказанi ймовiрностi:

P{𝜉 ≤ 3} = P{𝜉 = 1}+ P{𝜉 = 2}+ P{𝜉 = 3} =
1

2
+

1

6
+

1

12
=

3

4
;

P{𝑘1 ≤ 𝜉 ≤ 𝑘2} =

𝑘2∑︁
𝑘=𝑘1

1

𝑘(𝑘 + 1)
=

𝑘2∑︁
𝑘=𝑘1

1

𝑘
−

𝑘2∑︁
𝑘=𝑘1

1

𝑘 + 1
=

=

𝑘2∑︁
𝑘=𝑘1

1

𝑘
−

𝑘2+1∑︁
𝑘=𝑘1+1

1

𝑘
=

1

𝑘1
− 1

𝑘2 + 1
=
𝑘2 + 1− 𝑘1
𝑘1(𝑘2 + 1)

.
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Приклад 9.3

Екзаменатор задає студенту додатковi питання. На кожне з питань студент може
вiдповiсти незалежно вiд iнших з ймовiрнiстю 0.9. Екзаменатор припиняє спiвбесiду,
щойно студент не знатиме вiдповiдi на питання. Записати розподiл кiлькостi питань, якi
екзаменатор задасть студенту. Скiльки в середньому питань буде задано? Яка дисперсiя
цiєї випадкової величини?

Розв’язок: Нехай випадкова величина 𝜉 – кiлькiсть питань, заданих студенту.
Очевидно, що буде задано принаймнi одне питання, отже, множина значень цiєї випад-
кової величини {1, 2, ...}. Знайдемо вiдповiднi ймовiрностi.

P{𝜉 = 1} = P{Студент на перше ж питання не дав вiдповiдi} = 1− 0.9 = 0.1;

P{𝜉 = 2} = P{Студент на перше питання дав вiдповiдь, на друге – нi} =

= 0.9 · (1− 0.9) = 0.09;

. . .

P{𝜉 = 𝑘} = P{Студент дав вiдповiдь на першi 𝑘 − 1 питання, на 𝑘-те – нi} =

= (0.9)𝑘−1 · (1− 0.9).

Отже, кiлькiсть заданих питань є геометрично розподiленою випадковою величиною з
параметром (ймовiрнiстю ”успiху” в одному випробуваннi) 𝑝 = 0.1. Математичне сподi-
вання такої величини дорiвнює M𝜉 = 1/𝑝 = 10, дисперсiя – D𝜉 = 𝑞/𝑝2 = 0.9/0.01 = 90.

Приклад 9.4

Припустимо, що число пошкоджень транспортного засобу описується
випадковою величиною 𝜈, яка має розподiл Паскаля з параметром 𝑎 >

0. Звернення до страхової компанiї за вiдшкодуванням при цьому є
незалежними i мають ймовiрнiсть 𝑝. Показати, що число звернень буде
мати розподiл Паскаля з параметром 𝑝𝑎.

Розв’язок: Число звернень до страхової компанiї будемо описуватися випадковою ве-
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личиною 𝜂, яка може бути представлена наступним чином: 𝜂 = 𝜉1 + 𝜉2 + ... + 𝜉𝜈 , де 𝜉𝑖 є
незалежними випадковими величинами, що мають розподiл Бернуллi:

𝜉𝑖 =

{︃
1 з ймовiрнiстю 𝑝,

0 з ймовiрнiстю 1− 𝑝.

Знайдемо генератрису випадкових величин 𝜈 та 𝜉𝑖:

𝜓𝜈(𝑠) =
+∞∑︁
𝑛=0

𝑠𝑛
𝑎𝑛

(1 + 𝑎)𝑛+1 =
1

1 + 𝑎(1− 𝑠)
,

𝜓𝜉𝑖(𝑠) = 𝑠𝑝+ 1− 𝑝 = 1− P(1− 𝑠).

Оскiльки генератриса випадкової величини 𝜂 дорiвнює суперпозицiї генератрис випад-
кових величин 𝜈 та 𝜉𝑖, то

𝜓𝜂(𝑠) = 𝜓𝜈(𝜓𝜉𝑖(𝑠)) =
1

1 + 𝑎P(1− 𝑠)
.

Останнiй вираз є генератрисою розподiлу Паскаля з параметром 𝑝𝑎.

Приклад 9.5

Володимир i Олексiй навмання виймають по однiй кулi з урни, в якiй 5 бiлих, 1
чорна та 2 сiрi кулi. Володимир першим виймає одну кулю без повернення. Потiм кулю
бере Олексiй. Нехай 𝜉 – число бiлих куль у Володимира, а 𝜂 – число чорних куль у
Олексiя. Знайти коефiцiєнт кореляцiї 𝜌 (𝜉, 𝜂) .

Розв’язок: Оскiльки таблиця розподiлу вектора (𝜉; 𝜂) має вид

𝜂

𝜉

0 1 Σ

0 19/56 2/56 3/8
1 30/56 5/56 5/8
Σ 7/8 1/8 1
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то M𝜉 = M𝜉2 = 5
8
, M𝜂 = M𝜂2 = 1

8
, D𝜉 = 15

64
, D𝜂 = 7

64
, M𝜉𝜂 = 5

56
i тому

𝜌 (𝜉, 𝜂) =
M𝜉𝜂 −M𝜉M𝜂√

D𝜉D𝜂
=

5
56

− 5
8
· 1
8√︁

15
64

· 7
64

=

√
105

147
≈ 0.0697.

Вiдповiдь: 𝜌 (𝜉, 𝜂) =
√
105

147
≈ 0.0697.

Приклад 9.6

Задано розподiл ймовiрностей дискретної двовимiрної випадкової величини (ви-
падкового вектора) (𝑋, 𝑌 ):

𝑋

𝑌

-1 0 1

0 0 0.1 0.4
1 0.2 0.2 0.1

Треба знайти розподiл компонент 𝑋 та 𝑌. Пiдрахувати ймовiрнiсть P {𝑋 < 𝑌 } .

Розв’язок: Спочатку знайдемо розподiл випадкових величин 𝑋 та 𝑌. Випадкова
величина 𝑋 приймає значення −1, 0 та 1 з ймовiрностями 0.2 = 0+ 0.2, 0.3 = 0.1 + 0.2 i
0.5 = 0.4 + 0.1 вiдповiдно, тому випадкова величина 𝑋 має розподiл

𝑋 -1 0 1
P 0.2 0.3 0.5

Аналогiчно отримаємо розподiл випадкової величини 𝑌 :

𝑌 0 1
P 0.5 0.5

Ймовiрнiсть

P {𝑋 < 𝑌 } = P {(𝑋 = −1) ∩ (𝑌 = 0)}+ P {(𝑋 = −1) ∩ (𝑌 = 1)}+

+P {(𝑋 = 0) ∩ (𝑌 = 1)} = 0 + 0.2 + 0.2 = 0.4.

Вiдповiдь: P {𝑋 < 𝑌 } = 0.4.
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Приклад 9.7

Розглянемо бiнарне розщеплення часток, тобто випадок, коли в кiнцi життя час-
тка або гине з ймовiрнiстю 𝑞, або розщеплюється на двi новi частки (генерує двох на-
щадкiв) з ймовiрнiстю 𝑝 = 1− 𝑞. Така модель часто використовується в бiологiї.

Знайдемо ймовiрнiсть того, що нащадки однiєї частки вимруть за два, три поко-
лiння, та ймовiрнiсть того, що вони вимруть коли-небудь.

Розв’язок: Генератриса випадкової величини 𝜉 – кiлькостi нащадкiв частки в
одному поколiннi – має вигляд 𝑃 (𝑠) = 𝑞 + 𝑝𝑠2.

Ймовiрнiсть для популяцiї вимерти за 𝑛 крокiв є значенням 𝜋𝑛 = 𝑃𝑛(0) (𝜋1 =

𝑃 (0) = 𝑃1(0) = 𝑞). Отже, спочатку знайдемо генератриси кiлькостi часток в другому та
третьому поколiннi.

𝑃2(𝑠) = 𝑃 (𝑃 (𝑠)) = 𝑞 + 𝑝𝑃 (𝑠)2, 𝑃3(𝑠) = 𝑃 (𝑃2(𝑠)) = 𝑞 + 𝑝𝑃2(𝑠)
2.

Вiдповiдно ймовiрнiсть вимирання в другому та третьому поколiннi дорiвнює вiд-
повiдно

𝜋2 = 𝑃2(0) = 𝑞 + 𝑝𝑞2, 𝜋3 = 𝑃3(0) = 𝑃 (𝑃2(0)) = 𝑞 + 𝑝(𝑞 + 𝑝𝑞2)2,

Для того, щоб знайти ймовiрнiсть виродження, треба розв’язати рiвняння 𝑞 +

𝑝𝑠2 = 𝑠. В результатi матимемо 𝜋 = 𝑞/𝑝, якщо 𝑝 > 1/2 (середня кiлькiсть нащадкiв
однiєї частки > 1), та 𝜋 = 1, якщо 𝑝 ≤ 1/2.

Задача 9.1. Випадкова величина 𝜉 приймає значення -1, 0, 1 з ймовiрностями 1/3. Знайти
розподiл випадкової величини 𝜂 = |𝜉|, M𝜂 i D𝜂.

Задача 9.2. Випадкова величина 𝜉 приймає значення -1, 0, 1, 2 з ймовiрностями 0.2, 0.1, 0.3
i 0.4 вiдповiдно. Знайти розподiл випадкової величини 𝜂 = 2𝜉, M𝜂 i D𝜂.

Задача 9.3. Випадкова величина 𝜉 приймає значення -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 з ймовiрностя-
ми 1/16, 1/16, 1/8, 1/4, 1/4, 1/8, 1/16, 1/16 вiдповiдно. Треба знайти розподiл випадкових
величин 𝜂 = 𝜉 − 3 та 𝜁 = 𝜉2 − 1, їхнi математичнi сподiвання та дисперсiї.

Задача 9.4. Якi з поданих нижче послiдовностей є розподiлами випадкових величин:
а) 𝑞𝑝𝑘/2, 𝑘 = 1, 2, 3, . . ., 0 < 𝑝 < 1, 𝑞 = 1− 𝑝;
б) 𝑞𝑝𝑘/2, 𝑘 = 2, 4, 6, . . ., 0 < 𝑝 < 1, 𝑞 = 1− 𝑝;
в) 𝑘/ (𝑘2 + 1), 𝑘 = 1, 2, 3, . . .;
г) (𝑘 − 1)𝑝2𝑞𝑘−2, 𝑘 = 2.4, 6, . . ., 0 < 𝑝 < 1, 𝑞 = 1− 𝑝;
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д) 1/𝑘(𝑘 + 1), 𝑘 = 1, 2, ...;

e) 2𝑘

𝑘!
𝑒−2, 𝑘 = 1, 2, ....

Для кожної такої послiдовностi (якщо вона задає розподiл випадкової величини) побудувати
ймовiрнiсний простiр i задати на ньому випадкову величину.

Задача 9.5. Пiдкидаються два гральних кубики. Випадкова величина 𝜉 визначається як
сума очок, що випали при пiдкиданнi. Знайти розподiл 𝜉.

Задача 9.6. Пiдкидають два гральних кубики 3 рази. Нехай 𝜉 – число появ шiстки на
першому кубику, а 𝜂 – число появ шiстки на другому кубику. Довести, що випадковi величини
𝜉 i 𝜂 є незалежними.

Задача 9.7. Пiдкидають два гральних кубики. Нехай 𝜉– число очок, що випало на першому
кубику, а 𝜂 – мiнiмальне з двох очок. Чи будуть випадковi величини 𝜉 i 𝜂 незалежними?

Задача 9.8. Пiдкидають два гральних кубики. Треба знайти:
а) математичне сподiвання суми очок, що випали;
б) математичне сподiвання суми очок, що випали, якщо вiдомо, що випали рiзнi гранi.

Задача 9.9. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка набуває значень 0, ±1, ±2, . . . , ±𝑛 з

ймовiрностями
1

2𝑛+ 1
. Обчислити M𝜉 i D𝜉.

Задача 9.10. Гральний кубик пiдкидають 𝑛 раз. Нехай 𝜉 – число появ одиницi. Знайти M𝜉.

Задача 9.11. Гральний кубик пiдкидають до 𝑛-ої появи одиницi. Треба знайти математичне
сподiвання числа пiдкидань.

Задача 9.12. Для бiномiального, геометричного та пуассонiвського розподiлу знайти мате-
матичне сподiвання i дисперсiю.

Задача 9.13. Довести, що якщо 𝜉 – випадкова величина з розподiлом P{𝜉 = 𝑘}, 𝑘 = 1, 2, ...,

то M𝜉 =
∑︀∞

𝑘=1 P{𝜉 ≥ 𝑘}.

¤ Задача 9.14. П’яниця має 5 ключiв, з яких лише один вiдкриває дверi в квартиру.
Вiн навмання обирає ключ i намагається вiдкрити дверi. Нехай 𝜉 – кiлькiсть спроб.

Записати розподiл випадкової величини 𝜉, якщо
а) кожен раз п’яниця обирає навмання один з п’яти ключiв;
б) перевiрений ключ вiдкладається i в подальних випробуваннях участi не бере.
Знайти математичне сподiвання та дисперсiю кiлькостi спроб в кожному з випадкiв.

Задача 9.15. Певна частка (перше поколiння) може з однаковою ймовiрнiстю мати 1, 2 чи
3 нащадки, якi, в свою чергу, також з однаковими ймовiрностями можуть мати по 1, 2 чи 3
нащадки. Знайти розподiл кiлькостi часток третього поколiння.

Задача 9.16. Два гравця пiдкидають одночасно симетричний гральний кубик. При кожно-
му пiдкиданнi виграє той, у кого кiлькiсть очок буде бiльшою. Нехай 𝜉 – кiлькiсть виграшних
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пiдкидань для першого гравця при 𝑛 послiдовних експериментах. Записати розподiл випад-
кової величини 𝜉, знайти її математичне сподiвання.

Задача 9.17. При грi з автоматом на барабанi випадають випадковим чином номери вiд
000 до 999. Якщо випадають двi однаковi цифри, гравець отримує 10 грн, якщо три однаковi
цифри – 100 грн. В противному випадку гравець нiчого не виграє. Записати ряд розподiлу
виграша гравця при однiй грi. Знайти математичне сподiвання цiєї величини.

Задача 9.18. Довести, що випадкова величина 𝜉, яка набуває значень 0, 1, 2, . . . має геоме-
тричний розподiл тодi i тiльки тодi, коли для довiльного 𝑟 ≥ 0 виконується спiввiдношення

𝑃{𝜉 = 𝑘 + 𝑟|𝜉 ≥ 𝑘} = 𝑃{𝜉 = 𝑟}.

Задача 9.19. Випадковi величини 𝜉 i 𝜂 – незалежнi i однаково розподiленi за геометричним
законом. Довести, що

P(𝜉 = 𝑘|𝜉 + 𝜂 = 𝑛) =
1

𝑛+ 1
, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛.

Задача 9.20. Випадковi величини 𝜉 i 𝜂 - незалежнi i однаково розподiленi за геометричним
законом. Нехай 𝜁 = max {𝜉, 𝜂}. Треба знайти розподiл 𝜁 а також сумiсний розподiл 𝜁 i 𝜉.

Задача 9.21. Нехай 𝜉 – число випробувань в схемi незалежних випробувань Бернуллi з
ймовiрнiстю успiху 𝑝, якi треба провести до 𝑟-го успiху. Знайти P {𝜉 = 𝑛} для 𝑛 ≥ 𝑟.

Задача 9.22. Подружжя вирiшило, що вони народжуватимуть дiтей до тих пiр, доки у них
не буде двi дiвчинки. Вважаючи народження дiвчинки та хлопчика рiвноможливими подiями
(без двоєнь, троєнь, тощо),
а) знайти розподiл кiлькостi хлопчикiв, яких матиме в результатi це подружжя;
б) знайти ймовiрнiсть того, що подружжя матиме чотирьох дiтей;
в) знайти ймовiрнiсть того, що подружжя матиме принаймнi чотирьох дiтей;
г) яка в середньому кiлькiсть дiтей народиться в цiй сiм’ї?

Задача 9.23. Подружжя вирiшило, що вони народжуватимуть дiтей до тих пiр, доки у них
не буде три дитини одної статi. Вважаючи народження дiвчинки та хлопчика рiвноможливи-
ми подiями (без двоєнь, троєнь, тощо), записати розподiл кiлькостi дiтей в родинi та знайти
її математичне сподiвання.

Задача 9.24. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка має бiномiальний розподiл з параметрами
𝑛 i 𝑝. Вiдомо, що M𝜉 = 12, D𝜉 = 4. Знайти 𝑛 i 𝑝.

Задача 9.25. Нехай 𝜉– випадкова величина, яка приймає значення 𝑘 = 𝑟, 𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . з
ймовiрностями

P(𝜉 = 𝑘) = 𝐶𝑟−1
𝑘−1𝑝

𝑟𝑞𝑘−𝑟, 𝑝, 𝑞 > 0, 𝑝+ 𝑞 = 1.

(Вiд’ємний бiномiальний розподiл з параметрами 𝑟 i 𝑝). Потрiбно знайти M𝜉 i D𝜉.
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Задача 9.26. Нехай M𝜉 = 10 та D𝜉 = 4. Чи може вона мати вiд’ємний бiномiальний
розподiл?

Задача 9.27. Нехай 𝜉 має вiд’ємний бiномiальний розподiл з M𝜉 = 2. Знайти P{𝜉 < 1|𝜉 < 2}.

Задача 9.28. Нехай 𝜉 має вiд’ємний бiномiальний розподiл з параметром 𝜆. Знайти D𝜉,

якщо P{𝜉 ≤ 1} = P{𝜉 > 1}.

Задача 9.29. Нехай 𝜉1 i 𝜉2 незалежнi випадковi величини, якi мають пуассонiвський розподiл
з параметрами 𝜆1 i 𝜆2. Довести, що:
а) випадкова величина 𝜂 = 𝜉1 + 𝜉2 має розподiл Пуассона з параметром 𝜆1 + 𝜆2;
б) розподiл 𝜉1 при умовi 𝜉1 + 𝜉2 = 𝑛 є бiномiальним розподiлом з параметрами 𝑛 i 𝑝 = 𝜆1

𝜆1+𝜆2
,

тобто

P(𝜉1 = 𝑘|𝜉1 + 𝜉2 = 𝑛) = 𝐶𝑘
𝑛

(︂
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2

)︂𝑘(︂
1− 𝜆1

𝜆1 + 𝜆2

)︂𝑛−𝑘

, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛.

Задача 9.30. Випадкова величина 𝜉 має розподiл Пуассона з параметром 𝜆. Знайти M 1
1+𝜉

.

Задача 9.31. Випадкова величина 𝜉 має розподiл Пуассона з параметром 𝜆 = 1. Показати,
що M|𝜉 − 1| = 2

√
D𝜉
𝑒

.

Задача 9.32. Нехай 𝜉 – випадкова величина, що має розподiл Пуассона, для якої P{𝜉 =

0} = P{𝜉 = 1}. Чому дорiвнює M𝜉?

Задача 9.33.* У наявностi є 𝜂 куль, де 𝜂 – випадкова величина, яка приймає цiлi невiд’ємнi
значення. Кожну з 𝜂 куль кладуть або в урну A, або в урну B. (ймовiрностi вiдповiдних подiй
дорiвнюють 𝑝 i (1− 𝑝). Нехай 𝜂𝐴 – число куль в урнi A, а 𝜂𝐵 – число куль в урнi B. Треба
знайти розподiли 𝜂𝐴, 𝜂𝐵 i довести, що випадковi величини 𝜂𝐴 i 𝜂𝐵 незалежнi тодi i тiльки
тодi, коли 𝜂 має розподiл Пуассона.

Задача 9.34. Знайти математичне сподiвання i дисперсiю випадкової величини з розподiлом
Паскаля.

Задача 9.35. 𝜒1, . . . , 𝜒𝑛, 𝜒𝑛+1 – незалежнi випадковi величини, якi приймають два значення
0 i 1 з ймовiрностями P {𝜒𝑖 = 1} = 𝑝, P {𝜒𝑖 = 0} = 𝑞 = 1 − 𝑝, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑛 + 1. Для
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 покладемо

𝜉𝑖 =

{︃
0, якщо 𝜒𝑖 + 𝜒𝑖+1 непарне,
1, якщо 𝜒𝑖 + 𝜒𝑖+1 парне.

Треба знайти M𝜂 i D𝜂, де 𝜂 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉𝑖.

Задача 9.36. Урна мiстить 𝑁 куль з номерами вiд 1 до 𝑁. Послiдовно виймають 𝑛 куль,
повертаючи кожен раз взяту кулю назад. Нехай 𝜉 – найбiльший номер, який було при цьому
одержано. Знайти розподiл 𝜉 i математичне сподiвання.
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Задача 9.37.* В урнi знаходиться 𝑁 куль, серед яких 𝑀 бiлих. З урни навмання взято 𝑛
куль, 𝑛 ≤𝑀. Нехай 𝜉 – число бiлих куль серед 𝑛. Знайти M𝜉 i D𝜉.

Задача 9.38. Двоє пiдкидають монету 𝑛 раз кожний. Знайти ймовiрнiсть того, що у них
випаде однакова кiлькiсть гербiв.

Задача 9.39. Припустимо, що випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 незалежнi i кожна з них
приймає значення +1 i -1 з ймовiрностями 𝑝 i 𝑞 = 1−𝑝 вiдповiдно. Знайти розподiл випадкової
величини 𝜂𝑛 = 𝜉1 · 𝜉2 · . . . · 𝜉𝑛.

Задача 9.40. Пiдкидають два гральних кубики. Нехай 𝜉1, 𝜉2 – числа очок, якi випали на
першому i другому кубику вiдповiдно. Треба:
а) знайти сумiсний розподiл 𝜉1 i 𝜂 = max(𝜉1, 𝜉2);
б) обчислити M𝜉1, D𝜉1, M𝜂, D𝜂 та коварiацiю 𝜉1 i 𝜂.

Задача 9.41. Нехай 𝜉 i 𝜂 вiдповiдно сума i рiзниця очок, якi з’явилися при пiдкиданнi двох
гральних кубикiв. Довести, що величини 𝜉 i 𝜂 залежнi, але некорельованi.

Задача 9.42. Нехай 𝛼 i 𝛽 незалежнi випадковi величини з однаковими розподiлами i

𝜉 = 𝛼 + 𝛽, 𝜂 = 𝛼− 𝛽.

Довести, що 𝜉 i 𝜂 некорельованi.

Задача 9.43. Нехай 𝜉 набуває значень ±1 та ±2 кожне з ймовiрнiстю 1/4, а 𝜂 = 𝜉2. Треба:
а) знайти сумiсний розподiл 𝜉 i 𝜂; б) довести, що 𝜉 i 𝜂 залежнi, але некорельованi.

Задача 9.44. Нехай випадковi величини 𝜉 i 𝜂 набувають тiльки по два значення. Довести,
що в цьому випадку з некорельованостi випливає незалежнiсть.

Задача 9.45.* Випадкова величина 𝜉 приймає 𝑛 рiзних значень, а випадкова величина 𝜂 –
𝑚 рiзних значень. Довести, що якщо

M𝜉𝑘𝜂𝑠 = M𝜉𝑘M𝜂𝑠

для всiх 𝑘 = 1, 2, . . . 𝑛− 1, 𝑠 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1, то випадковi величини 𝜉 i 𝜂 є незалежними.

Задача 9.46. Гральний кубик пiдкидають 𝑛 раз. Обчислити:
а) ймовiрнiсть того, що 𝑛1 раз випаде одиниця, 𝑛2 раз випаде двiйка, ... , 𝑛6 раз випаде шiстка;
б) ймовiрнiсть того, що шiстка не випаде жодного разу.

Задача 9.47. У коло вписано правильний трикутник. Навмання у круг кинуто 13 точок.
Яка iмовiрнiсть того, що у кожному з сегментiв буде по 3 точки, а всерединi трикутника – 4
точки?

Задача 9.48. Вектор (𝜈1, . . . , 𝜈𝑟) має полiномiальний розподiл, що означає:

P(𝜈1 = 𝑚1, ..., 𝜈𝑟 = 𝑚𝑟) =
𝑛!

𝑚1! · ... ·𝑚𝑟!
𝑝𝑚1
1 · ... · 𝑝𝑚𝑟

𝑟 ,
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де 𝑚𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 1, ..., 𝑟) та 𝑚1 + ...+𝑚𝑟 = 𝑛. Довести, що:
а) M𝜈𝑖 = 𝑛𝑝𝑖, D𝜈𝑖 = 𝑛𝑝𝑖(1− 𝑝𝑖) ( 𝑖 = 1, ..., 𝑟) ;

б) 𝑟(𝜈𝑖, 𝜈𝑗) = −
√︂

𝑝𝑖𝑝𝑗
(1− 𝑝𝑖)(1− 𝑝𝑗)

, 𝑖 ̸= 𝑗, де 𝑟(𝜈𝑖, 𝜈𝑗) – коефiцiєнт кореляцiї.

Задача 9.49. Знайти коефiцiєнт кореляцiї мiж числом появ одиницi та числом появ шiстки
при 𝑛 пiдкиданнях симетричного кубика.

Задача 9.50. За багаторiчними статистичними даними знайдено, що ймовiрнiсть народже-
ння хлопчикiв дорiвнює 0.515. Скласти закон розподiлу випадкової величини 𝜉 – кiлькостi
хлопчикiв, якi народилися в родинi, де четверо дiтей. Знайти числовi характеристики цiєї
випадкової величини.

Q Q Q Q Q Q Q
Задача 9.51.* Написанi 𝑛 листiв, але адреси на конвертах написано у випадковому поряд-
ку. Нехай 𝜉𝑛 – число листiв, якi будуть одержанi тими адресатами, кому вони призначенi.
Обчислити M𝜉𝑛 та D𝜉𝑛.

Задача 9.52.* Рекламний агент має за мету переконати 𝑚 клiєнтiв придбати товар своєї
фiрми, для чого вiн телефонує кожному з них. Ймовiрнiсть переконати клiєнта за одну теле-
фонну розмову (незалежно вiд iнших спроб та вiд iнших клiєнтiв) складає 𝑝. Якщо клiєнта
не вдалося переконати за одну розмову, то агент телефонує йому ще раз, доки не переконає
його.
а) Знайти розподiл ймовiрностей випадкової величини 𝜉, яка є кiлькiстю всiх телефонних
дзвiнкiв, якi зробить рекламний агент.
б) Знайти математичне сподiвання та дисперсiю випадкової величини 𝜉.
в) Перевiрити характеристичну властивiсть знайденого розподiлу, тобто, що знайденi числа
невiд’ємнi та в сумi дають одиницю.

Задача 9.53. Переконання упертого гравця. Браун завжди ставить один долар на номер
13 у американськiй рулетцi всупереч порадам свого товариша. Щоб вiдвернути Брауна вiд
цiєї гри, його товариш пропонує йому парi на 20 доларiв, стверджуючи, що Браун не виграє
в жоднiй з 36 iгор. Чи є сенс Брауну прийняти це парi? З якою вигодою чи невигодою?
(Американська рулетка має 38 однаково ймовiрних номерiв. Якщо випадає номер гравця, то
вiн отримує свою ставку назад плюс таку ж суму у 35-кратному розмiрi, якщо нi – губить
свою ставку).

Задача 9.54. Довести наступне твердження: якщо випадкова величина 𝑋 має гiпергеоме-
тричний розподiл з параметрами 𝑛,𝑁,𝑀 i при цьому 𝑁 → ∞, 𝑀 → ∞ та 𝑀

𝑁
→ 𝑝, то для

всiх фiксованих 𝑚 та 𝑛
P (𝑋 = 𝑚) −−−−→ 𝐶𝑚

𝑛 𝑝
𝑚(1− 𝑝)𝑛−𝑚.

Задача 9.55. З множини {1, 2, ..., 𝑛} навмання обирають число 𝜂, пiсля чого з множини
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{1, 2, ..., 𝜂} навмання обирають число 𝜉. Знайти M𝜉 та D𝜉, якщо 𝑛 ≥ 2.

Задача 9.56. Авiакомпанiя виконує два рейси на добу. Iмовiрнiсть затримки першого рейсу
через технiчнi причини дорiвнює 0.1, а другого – 0.05.
1. Скласти закон розподiлу системи (𝜉, 𝜂), де 𝜉 – кiлькiсть затримок першого рейсу, 𝜂 –
сумарна кiлькiсть затримок двох рейсiв.
2. Записати одновимiрнi закони розподiлiв кожної компоненти.
3. Знайти основнi числовi характеристики системи випадкових величин (𝜉, 𝜂).
4. Записати умовнi закони розподiлу {𝜉|𝜂 = 1}; {𝜂|𝜉 = 1}.
5. Обчислити вiдповiднi умовнi сподiвання для компонент системи (𝜉, 𝜂).

Задача 9.57. Геолог зiбрав 10 зразкiв базальту та 10 зразкiв гранiту та вiддав їх в лабора-
торiю на аналiз, попросивши лаборанта проаналiзувати 6 випадково обраних зразкiв.
а) Записати закон розподiлу кiлькостi зразкiв гранiту, якi потрапили на аналiз.
б) Яка ймовiрнiсть того, що на аналiз потрапило однакова кiлькiсть зразкiв гранiту та ба-
зальту?
в) Яка ймовiрнiсть того, що на аналiз потрапили лише зразки одного виду?

Задача 9.58. Урна мiстить невiдому кiлькiсть 𝑁 однакових кульок. Для того, щоб оцiнити
кiлькiсть 𝑁, вибирається навмання кулька, маркується та повертається в урну. Знову навма-
ння вибирається кулька з урни. Якщо витягли марковану кульку, експеримент припиняється.
В противному випадку кулька повертається в урну i пiсля перемiшування процес повторює-
ться до тих пiр, доки не буде витягнута маркована куля. Нехай 𝜉 – це кiлькiсть спроб. Який
розподiл має 𝜉? Якщо маркована куля була витягнута на 𝑘-му кроцi, як можна було б оцiнити
𝑁?
б) Для оцiнки можна використати також iнший пiдхiд: пiсля повернення маркованої кулi в
урну, навмання обирається куля. Якщо вона маркована, експеримент припиняється, якщо нi
– з урни навмання обирається друга куля (перша куля в урну не повертається!). Зупиняється
процес тодi, коли буде витягнута маркована куля. Нехай 𝜂 – це кiлькiсть спроб. Який розпо-
дiл має 𝜂?
в) Замiсть маркування одної кулi, маркується 𝑚 обраних куль (𝑚 ≤ 𝑁). Пiсля повернення
маркованих куль в урну та перемiшування навмання обирають 𝑟 куль. Нехай 𝜁 – кiлькiсть
маркованих куль в цiй вибiрцi. Який розподiл має випадкова величина 𝜁?

Задача 9.59. Для того, щоб зруйнувати мiст, треба двiчi влучити в нього з певної зброї.
Ймовiрнiсть влучення при одному пострiлi 𝑝. Нехай 𝜉 – кiлькiсть пострiлiв, необхiдних для
того, щоб зруйнувати мiст.
а) Знайти P{𝜉 = 2}, P{𝜉 = 3}, P{𝜉 = 4}.
б) Показати, що P{𝜉 = 𝑘} = (𝑘 − 1)𝑝2(1− 𝑝)𝑘−2, для 𝑘 ≥ 2.

Задача 9.60. 𝑁 осiб сiдає в лiфт на нульовому поверсi офiсного центру, де офiси розта-
шованi на 21 поверхах. Кожна особа вибирає випадковим чином (з точки зору спостерiгача)
поверх незалежно вiд iнших з ймовiрнiстю 1/21. Нехай 𝜉𝑁 – кiлькiсть зупинок, якi робить
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лiфт, щоб висадити цих осiб. Введемо випадковi величини 𝜂𝑖, 𝑖 = 1, ..., 21, якi дорiвнюють 1,
якщо лiфт зупиняється на 𝑖-тому поверсi, i 0, якщо не зупиняється.
а) Кожна з випадкових величин 𝜂𝑖 має розподiл Бернуллi з параметром (ймовiрнiстю ”успi-
ху”) 𝑝. Показати, що 𝑝 = 1−

(︀
20
21

)︀𝑁
.

б) З визначення 𝜉𝑁 випливає, що 𝜉𝑁 = 𝜂1+𝜂2+ ...+𝜂21. Чи можна вважати, що 𝜉𝑁 має бiномi-
альний розподiл з параметрами (21, 𝑝), де 𝑝 визначений в пунктi а)? Вiдповiдь обґрунтувати.
в) Очевидно, якщо 𝑁 = 1, то P{𝜉1 = 1} = 1. Показати, що для 𝑁 = 2

P{𝜉2 = 1} =
1

21
= 1− P{𝜉2 = 2},

i що 𝜉3 має розподiл
k 1 2 3

P{𝜉3 = 𝑘} 1/441 60/441 380/441

Задача 9.61. Тричi випадковим чином обирається число серед чисел 1, 2, 3. Нехай 𝜉𝑖,

𝑖 = 1, 2, 3, – результати першого, другого та третього вибору. Знайти розподiл випадкової

величини 𝜉 =
𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3

3
– середнього арифметичного значення обраних чисел. Знайти ймо-

вiрнiсть того, що рiвно два обраних числа дорiвнюють 1.

Задача 9.62. Симетричний гральний кубик пiдкидають до тих пiр, доки сума очок, що випа-
ли, не досягне 6. Записати розподiл випадкової величини 𝜉 – кiлькостi необхiдних пiдкидань,
та знайти її математичне сподiвання.

80Z0Z0Z0Z
7Z0Z0Z0S0
60ZRZ0Z0Z
5Z0Z0Z0Z0
40Z0ZRZ0Z
3ZRZ0Z0Z0
20Z0Z0Z0Z
1Z0Z0S0Z0

a b c d e f g h

Задача 9.63. Домовимось казати, що одна тура на шаховiй дошцi
б’є iншу туру, якщо вони стоять або на однiй горизонталi, або на
однiй вертикалi, колiр тур не важливий. Василь на порожню ша-
хову дошку ставить тури, обираючи кожного разу навмання одне з
вiльних полiв, аж допоки чергова виставлена тура не буде бити одну
з ранiше поставлених тур. Випадкова величина 𝜉 є кiлькiстю вистав-
лених таким чином тур на шаховiй дошцi. Записати ряд розподiлу
випадкової величини 𝜉, знайти M𝜉, D𝜉 та P {𝜉 < 6}. На рисунку на-

ведено приклад, коли тури були виставленi у такому порядку: c6, b3, e4, g7, e1. Остання тура
(на e1) б’є туру на e4.

Задача 9.64. Гравець, маючи 50 євро, вирiшив пiти в казiно та збiльшити свiй капiтал
принаймнi до 200 євро. Вiн вирiшив грати лише в рулетку i ставити лише на червоне при
кожному обертаннi. Яка ймовiрнiсть того, що гравець досягне своєї мети, якщо вiн вирiшив
на кожному кроцi подвоювати ставку незалежно вiд результатiв i ставити послiдовно 5, 10,
25, 50 та 100 євро? Знайти розподiл та математичне сподiвання кiлькостi грошей, якi у нього
будуть в наявностi пiсля вiдвiдування казiно, якщо вiн уходить за умови, що має принаймнi
200 євро або не має достатньо грошей, щоб зробити наступну ставку. Вважати, що червоне
випаде з ймовiрнiстю 1/2.
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Задача 9.65. Гра має такi правила: гравець кидає симетричний гральий кубик. Якщо на
кубику випало 𝑖 очок, вiн пiдкидає одночасно 𝑖 кубикiв. Гравець виграє 100 грн, якщо сума
на всiх кубикiв буде бiльша за 12, програє 100 грн, якщо сума буде меншою за 12, i не ви-
грає (програє) нiчого, якщо сума дорiвнює 12. Знайдiть розподiл та математичне сподiвання
виграшу гравця.

M

П Задача 9.66.* В однiй з вершин куба сидить муха (точка М на
рисунку), у протилежнiй вершинi куба чатує павук (точка П на ри-
сунку). Кожного разу муха обирає навмання одне з трьох ребер,
iнцидентних вершинi її перебування i по обраному ребру за 1 се-
кунду переповзає до наступної вершини. Так муха повзає, поки не
натрапить на нерухомого павука. Нехай 𝜉 – час iснування мухи вiд

початку її мандрування ребрами куба. Скласти ряд розподiлу випадкової величини 𝜉, знайти
M𝜉, D𝜉 та P{𝜉 ≤ 7}. Примiтка: див. також задачу 13.25 на стор. 187.

Задача 9.67.* Грають колодою з 32 карт, масть карти не має значення, важливе лише
найменування карти (ранг). Гравець i круп’є отримують по однiй картi з колоди. Якщо карта
гравця вища рангом за карту круп’є, то гравець виграє суму, яка вдвiчi бiльша за його ставку.
Якщо карта гравця нижча рангом за карту круп’є, то гравець програє грошi, якi вiн поставив.
Якщо карти однакового рангу, гра продовжується i гравець подвоює свою ставку. Круп’є
знову виймає двi карти з колоди: одну для гравця, одну для себе. Якщо карта гравця вища
рангом за карту круп’є, то гравець виграє суму, яка вдвiчi бiльша за його стартову ставку,
в противному випадку вiн програє всi грошi (стартову ставку та її пiдвищення). Знайти
математичне сподiвання виграшу в цiй грi.

Задача 9.68. Знайти генератрису випадкової величини, розподiленої за
а) геометричним законом з параметром 𝑝

P{𝜉 = 𝑛} = (1− 𝑝)𝑛𝑝, 𝑛 = 0, 1, ...; 𝑝 ∈ (0, 1);

б) бiномiальним законом з параметрами 𝑚, 𝑝

P{𝜉 = 𝑛} = 𝐶𝑛
𝑚𝑝

𝑛(1− 𝑝)𝑚−𝑛, 𝑛 = 0, 1, ...,𝑚, 𝑝 ∈ (0, 1);

в) законом Пуассона з параметром 𝜆

P{𝜉 = 𝑛} =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, 𝑛 = 0, 1, ...; 𝜆 > 0;

г) дискретним рiвномiрним законом

P{𝜉 = 𝑛} =
1

𝑁 + 1
, 𝑛 = 0, 1, ..., 𝑁.

Задача 9.69. Знайти послiдовностi, яким вiдповiдають генератриси

а)
(︂
1− 𝑠+

1

4
𝑠2
)︂−1

; б) 𝑎(1− 𝑝𝑠𝑙)−1; в) 𝑠𝑒𝑠
𝑙𝜆−𝜆.
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Задача 9.70. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка розподiлена за геометричним законом
з параметром 𝑝 ∈ (0, 1). Знайти генератриси випадкових величин 𝜉+𝑛 = max(𝑁, 𝜉), 𝜉−𝑛 =

min(𝑁, 𝜉).

Задача 9.71. Нехай 𝜉 – цiлочисельна випадкова величина, з генератрисою 𝜓(𝑠). Знайти
генератрису випадкової величини 𝜂 = 𝑎𝜉 + 𝑏, де 𝑎, 𝑏 – невiд’ємнi цiлi числа.

Задача 9.72. Нехай 𝜑(𝑠) – генератриса випадкової величини 𝜉. Довести, що генератриса
послiдовностi P{𝜉 ≥ 𝑛}

𝜓(𝑠) =
1− 𝑠𝜑(𝑠)

1− 𝑠
.

Задача 9.73. За допомогою генератрис перевiрити властивiсть стiйкостi до сумування роз-
подiлiв випадкових величин, вказаних в задачi 9.68.

Задача 9.74. Послiдовнiсть 𝑃𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., будується рекурентно

𝑃𝑛+2 = 𝑎𝑃𝑛+1 + 𝑏𝑃𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ...

Знайти генератрису цiєї послiдовностi.

Задача 9.75. Нехай 𝑢𝑛 – ймовiрнiсть того, що за 𝑛 пiдкидань симетричного грального кубика
шiстка випала парну кiлькiсть очок (𝑛 = 1, 2, . . .). Побудувати рекурентне спiввiдношення для
послiдовностi 𝑢𝑛 (𝑢0 = 1) та знайти її генератрису.

Задача 9.76. Сумiсний розподiл випадкових величин 𝜉 та 𝜂, якi набувають цiлих невiд’ємних
значень, задається спiввiдношенням:

P{𝜉 = 𝑛, 𝜂 = 𝑘} =

⎧⎨⎩
𝜆𝑛

𝑛!
𝑒−𝜆𝐶𝑘

𝑛𝑝
𝑘(1− 𝑝)𝑛−𝑘, 𝑛 ≥ 𝑘 ≥ 0,

0, 𝑘 > 𝑛,

𝜆 > 0, 𝑝 ∈ (0, 1). Знайти сумiсну генератрису випадкових величин 𝜉 та 𝜂.

Задача 9.77. Випадковi величини 𝜉 та 𝜂 набувають цiлих невiд’ємних значень, причому 𝜉
має геометричний розподiл з параметром 𝑝 ∈ (0, 1), а умовний розподiл величини 𝜂 вiдносно
𝜉

P{𝜂 = 𝑘|𝜉 = 𝑛} =

⎧⎨⎩𝑢(1− 𝑢)𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., якщо 𝑛 ≤ 𝑁,

𝑣(1− 𝑣)𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., , якщо 𝑛 > 𝑁,

де 𝑢, 𝑣 ∈ (0, 1). Знайти сумiсну генератрису випадкових величин 𝜉 та 𝜂.

Задача 9.78. Нехай незалежнi випадковi величини 𝜉 та 𝜂 набувають цiлих невiд’ємних
значень, i їхнi генератриси дорiвнюють вiдповiдно 𝜓1(𝑠) та 𝜓2(𝑠). Знайти сумiсну генератрису
та сумiсний розподiл випадкових величин 𝜉 та 𝜁 = 𝜉 + 𝜂.

Задача 9.79. Знайти ймовiрнiсть виродження для гiллястого процесу такого, що кiлькiсть
нащадкiв 𝜉1 ∈ {0, 1, 2} (з однаковими ймовiрностями).
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Задача 9.80. Знайти ймовiрнiсть виродження для гiллястого процесу такого, що кiлькiсть
нащадкiв 𝜉1 ∈ {0, 1, 2, 3} (з однаковими ймовiрностями).

Задача 9.81. Нехай популяцiя бактерiй починається з одного представника. У наступному
поколiннi бактерiя може загинути, не лишивши нащадкiв, з ймовiрнiстю 1/4, або розщепитися
на двi подiбнi собi бактерiї з ймовiрнiстю 3/4. Яка ймовiрнiсть того, що популяцiя бактерiй
вимре в третьому поколiннi? Що вона вимре коли-небудь? Чому дорiвнює ця ймовiрнiсть,
якщо початкова популяцiя складалася з двох бактерiй?

Задача 9.82. 4 % чоловiкiв певного регiону не мають дiтей. З решти чоловiкiв чверть має
одну дитину, i три чвертi – двоє дiтей. Кожна дитина з однаковою ймовiрнiстю може бути хло-
пчиком чи дiвчинкою. Якщо прiзвище передається лише по чоловiчiй лiнiї, яка ймовiрнiсть
того, що прiзвище одного з засновникiв окремої династiї врештi-решт зникне?
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10 ВИПАДКОВI ВЕЛИЧИНИ ТА ФУНКЦIЇ
РОЗПОДIЛУ У ЗАГАЛЬНОМУ ВИПАДКУ

Нехай дано ймовiрнiсний простiр (Ω,ℜ,P) i 𝜎-алгебру B борелiвських пiдмножин з
R = (−∞; +∞). Вiдображення

𝜉 = 𝜉(𝜔) : Ω → R

називається випадковою величиною, якщо ∀𝐵 ∈ B 𝜉−1 (𝐵) ∈ ℜ, де

𝜉−1 (𝐵) = {𝜔 ∈ Ω : 𝜉(𝜔) ∈ 𝐵} .

Такi вiдображення в теорiї функцiй називають вимiрними. Тому можемо просто сказати, що
випадкова величина – це вимiрне вiдображення вимiрного простору (Ω,ℜ) у вимiрний простiр
(ℜ,B). Вiдомо, що для вимiрностi 𝜉 досить, щоб

∀𝑥 ∈ R {𝜔 ∈ Ω : 𝜉(𝜔) ≤ 𝑥} ∈ ℜ,

причому знак ≤ може бути замiнено на <, > або ≥.

Функцiя 𝐹 (𝑥), яка задається рiвнiстю

𝐹 (𝑥) = P{𝜔 : 𝜉(𝜔) ≤ 𝑥},

або скорочено
𝐹 (𝑥) = P{𝜉 ≤ 𝑥},

називається функцiєю розподiлу випадкової величини 𝜉.

Наведемо для функцiї розподiлу основнi результати.

Теорема 10.1 Функцiя розподiлу має наступнi характеристичнi властивостi:

1. Якщо 𝑥 < 𝑦, то 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (𝑦) (неспаднiсть);

2. lim
𝑥→−∞

𝐹 (𝑥) = 0, lim
𝑥→∞

𝐹 (𝑥) = 1 (нормованiсть);

3. lim
𝑥→𝑥0+0

𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥0) (неперервнiсть справа);

Якщо для деякої функцiї 𝐹 (𝑥), заданої на R, справедливi пункти 1-3 попередньої те-
ореми, то iснує ймовiрнiсний простiр i випадкова величина, задана на цьому просторi, такi,
що 𝐹 (𝑥) буде функцiєю розподiлу цiєї випадкової величини.

Якщо в точцi 𝑥 = 𝑥0 функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) має стрибок, тобто

𝐹 (𝑥0)− 𝐹 (𝑥0 − 0) = 𝑝0 > 0,
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то говорять що 𝐹 (𝑥) має атом величини 𝑝0 в точцi 𝑥0. Функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) випадкової
величини 𝜉 має атом величини 𝑝0 в точцi 𝑥0 тодi i лише тодi, коли P(𝜉 = 𝑥0) = 𝑝0. Якщо
функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) не має атомiв, тобто є неперервною, то говорять, що 𝐹 (𝑥) є непе-
рервного типу. Вiдомо, що функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) випадкової величини 𝜉 є неперервного
типу тодi i лише тодi, коли P(𝜉 = 𝑥) = 0 для кожного 𝑥 ∈ R.

Оскiльки кожна неспадна функцiя може мати не бiльше нiж злiченну кiлькiсть точок
розриву, то кожна функцiя розподiлу може мати не бiльше нiж злiченну кiлькiсть атомiв.

Нехай 𝐴 = {𝑥𝑖, 𝑖 = 1.2, . . .} будуть усi атоми функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥), 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, ... –
вiдповiднi величини цих атомiв. Якщо

∞∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1,

то говоримо, що функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) є дискретного типу. Для функцiї розподiлу дис-
кретного типу можемо записати

𝐹 (𝑥) =
∑︁

𝑖: 𝑥𝑖≤𝑥

𝑝𝑖.

Ця функцiя розподiлу є сходинкоподiбною (стрибкоподiбною) функцiєю: 𝐹 (𝑥) має стрибки в
точках 𝑥𝑖, якi дорiвнюють 𝑝𝑖 = 𝐹 (𝑥𝑖)− 𝐹 (𝑥𝑖 − 0).

Математичним сподiванням випадкової величини 𝜉 називається число

M𝜉 =

∫︁
Ω

𝜉(𝜔)P(𝑑𝜔), (10.1)

якщо iнтеграл Лебега, який стоїть в правiй частинi рiвностi, iснує. Тодi, як вiдомо, матема-
тичне сподiвання може бути подане i iнтегралом Рiмана-Стiлтьєса:

M𝜉 =

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑑𝐹 (𝑥). (10.2)

Дисперсiя випадкової величини визначається рiвнiстю

D𝜉 = M(𝜉 −M𝜉)2 =

+∞∫︁
−∞

(𝑥−M𝜉)2𝑑𝐹 (𝑥). (10.3)

Для математичного сподiвання та дисперсiї випадкових величин у загальному випадку
справедливi тi ж самi властивостi, що i для дискретних випадкових величин. Для зручно-
стi користування наведемо їх ще раз, припускаючи, що всi приведенi нижче математичнi
сподiвання скiнченнi.

1. M𝑐 = 𝑐;
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2. M(𝑎𝜉 + 𝑏𝜂) = 𝑎M𝜉 + 𝑏M𝜂 для довiльних чисел 𝑎, 𝑏;

3. Якщо P(𝜉 ≤ 𝜂) = 1, то M𝜉 ≤ M𝜂;

4. |M𝜉| ≤ M|𝜉|;

5. D𝑐 = 0;

6. Якщо D𝜉 = 0, то P(𝜉 = M𝜉) = 1.

Кажуть, що функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) випадкової величини 𝜉 є абсолютно неперерв-
ного типу, якщо iснує вимiрна функцiя 𝑓(𝑥) така, що ∀𝑥 ∈ R

𝐹 (𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (10.4)

Функцiя 𝑓(𝑥) називається щiльнiстю функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥).

Вимiрна функцiя 𝑓(𝑥) , −∞ < 𝑥 <∞ є щiльнiстю деякої функцiї розподiлу тодi i лише
тодi, коли виконуються наступнi умови

а) 𝑓(𝑥) ≥ 0 майже для всiх 𝑥 ∈ R; б)
∞∫︀

−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1.

Для будь-якої борелiвської множини 𝐴 справедлива формула

P(𝜉 ∈ 𝐴) =

∫︁
𝐴

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Якщо щiльнiсть 𝑓(𝑥) є неперервною в точцi 𝑥0, то

𝑓(𝑥0) =
𝑑𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥
|𝑥=𝑥0 .

В загальному випадку ця формула справедлива для майже всiх (вiдносно мiри Лебега в
просторi R) точок 𝑥.

Точка 𝑥 називається точкою росту функцiї розподiлу, якщо для будь-якого 𝜀 > 0

𝐹 (𝑥+ 𝜀)− 𝐹 (𝑥− 𝜀) > 0.

Якщо функцiя розподiлу неперервна i множина всiх точок росту цiєї функцiї має мiру
Лебега нуль, то така функцiя розподiлу називається сингулярною. Для сингулярної функцiї
розподiлу маємо

𝑑𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥
= 0

для майже всiх (за мiрою Лебега) точок 𝑥 ∈ R.
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Теорема 10.2 (Лебега) Кожна функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) може бути єдиним чином
подана у виглядi

𝐹 (𝑥) = 𝑞𝐹𝑑(𝑥) + 𝑝𝐹𝑎𝑐(𝑥) + 𝑟𝐹𝑠(𝑥),

де 0 ≤ 𝑞, 𝑝, 𝑟 ≤ 1, 𝑞 + 𝑝 + 𝑟 = 1, а 𝐹𝑑(𝑥), 𝐹𝑎𝑐(𝑥), 𝐹𝑠(𝑥) є вiдповiдно функцiї розподiлу
дискретного, абсолютно неперервного та сингулярного типу.

Наведемо деякi приклади абсолютно неперервних розподiлiв (наводимо формули лише
для щiльностi).

1. Рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
1

𝑏− 𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏;

0, iнакше.

Для скорочення цей розподiл часто позначають як 𝑈([𝑎, 𝑏]) або 𝑈(𝑎, 𝑏). Фразу “випадко-
ва величина 𝜉 має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]” можна скорочено записати як
𝜉 ∼ 𝑈([𝑎, 𝑏]).

2. Показниковий (або експоненцiальний) розподiл з параметром 𝜆 > 0:

𝑓(𝑥) =

{︃
𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝑥 > 0;

0, 𝑥 ≤ 0.

Цей розподiл часто позначають як 𝐸𝑥𝑝(𝜆) або 𝜖(𝜆). Для випадкової величини 𝜉 з таким
розподiлом можна писати 𝜉 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆).

3. Нормальний (або гауссiвський) розподiл з параметрами 𝑚 i 𝜎2:

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋𝜎

𝑒
−
(𝑥−𝑚)2

2𝜎2 , 𝜎 > 0.

Позначення: 𝑁 (𝑚,𝜎2), хоча iнколи можна зустрiти позначення 𝑁 (𝑚,𝜎). Для випадкової ве-
личини 𝜉 з розподiлом 𝑁 (𝑚,𝜎2) можна писати 𝜉 ∼ 𝑁 (𝑚,𝜎2) .

Гауссiвський розподiл з параметрами 𝑚 = 0 i 𝜎2 = 1 називається стандартним гауссiв-
ським розподiлом.

4. Розподiл Кошi з параметрами 𝑎 та 𝑏 > 0:

𝑓(𝑥) =
𝑏

𝜋(𝑏2 + (𝑥− 𝑎)2)
.

Позначення: 𝐶(𝑎, 𝑏). Для випадкової величини 𝜉 з таким розподiлом можна писати 𝜉 ∼ 𝐶(𝑎, 𝑏).
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Якщо випадкова величина 𝜉 має експоненцiальний розподiл, то для довiльних 𝑥 ≥ 0

та 𝑦 ≥ 0має мiсце така властивiсть

P(𝜉 > 𝑥+ 𝑦| 𝜉 > 𝑥) = P(𝜉 > 𝑦),

яка називається вiдсутнiстю пам’ятi експоненцiального розподiлу. Серед неперервних роз-
подiлiв лише експоненцiальний має таку властивiсть.

Модою випадкової величини називається точка 𝐷, в якiй щiльнiсть має максимум.
Якщо мода єдина, то функцiя розподiлу називається унiмодальною.

Квантиллю 𝑘𝑝 порядку 𝑝 функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥) називається число

𝑘𝑝 = inf{𝑥 : 𝐹 (𝑥) ≥ 𝑝}.

Якщо функцiя розподiлу є неперервною, тодi квантиль 𝑘𝑝 є найменшим коренем рiвняння
𝐹 (𝑥) = 𝑝.

Квантиль порядку 1/2 називається медiаною випадкової величини 𝜉 або функцiї роз-
подiлу 𝐹 (𝑥) i позначається 𝑚0.

Функцiя

𝜙(𝑡) = M𝑒𝑖𝑡𝜉 =

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝐹 (𝑥), 𝑡 ∈ (−∞,∞).

називається характеристичною функцiєю випадкової величини 𝜉.

Теорема 10.3 Характеристична функцiя має наступнi властивостi

1) |𝜙(𝑡)| ≤ 1, 𝜙(0) = 1;

2) 𝜙𝑎𝜉+𝑏(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝑏𝜙(𝑎𝑡), для довiльних чисел 𝑎, 𝑏;

3) функцiя 𝜙(𝑡) рiвномiрно неперервна вiдносно 𝑡.

Кожнiй характеристичнiй функцiї вiдповiдає лише одна функцiя розподiлу i якщо 𝜙(𝑡)
характеристична функцiя для функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥), то має мiсце така формула

𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑥) =
1

2𝜋
lim
𝐴→∞

𝐴∫︁
−𝐴

𝑒−𝑖𝑡𝑦 − 𝑒−𝑖𝑡𝑥

𝑖𝑡
𝜙(𝑡)𝑑𝑡,

де 𝑥 < 𝑦 є точками неперервностi функцiї 𝐹 (·).
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Приклад 10.1

Нехай майновi збитки описуються випадковою величиною 𝜉, яка має розподiл
Парето з параметрами 𝛼 > 0 та 𝜆 > 0.
а) Перевiрити умову нормування щiльностi розподiлу Парето.
б) Знайти математичне сподiвання можливих збиткiв.
в) Знайти ймовiрнiсть того, що збитки перевищать рiвень 𝑐 > 𝛼.

г) Знайти ймовiрнiсть того, що збитки будуть у вiдрiзку [𝑐, 𝑑], 𝛼 < 𝑐 < 𝑑.

Розв’язок: Розподiл Парето є абсолютно неперервним розподiлом, щiльнiсть
якого має вигляд:

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝜆

𝛼

(︁𝛼
𝑥

)︁𝜆+1

, 𝑥 ≥ 𝛼,

0 , 𝑥 < 𝛼.

а) Перевiримо, чи iнтеграл вiд щiльностi по всiй областi значень дорiвнює одиницi:∫︁ +∞

𝛼

𝜆

𝛼

(︁𝛼
𝑥

)︁𝜆+1

𝑑𝑥 = 𝛼𝜆𝜆

∫︁ +∞

𝛼

𝑥−(𝜆+1)𝑑𝑥 = 𝛼𝜆(−𝑥−𝜆)
⃒⃒∞
𝛼

= 1.

б) За визначенням математичного сподiвання маємо

M𝜉 =

+∞∫︁
𝛼

𝑥 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛼𝜆𝜆

+∞∫︁
𝛼

𝑥 −𝜆𝑑𝑥 = 𝜆𝛼𝜆 1

1− 𝜆
𝑥1−𝜆

⃒⃒⃒+∞

𝛼
=

𝜆

𝜆− 1
𝛼,

якщо значення параметра 𝜆 > 1. Якщо 𝜆 ≤ 1, то значення iнтегралу в +∞ дорiвнює
нескiнченностi, i скiнченне математичне сподiвання в цьому випадку не iснує.

в) Ймовiрнiсть того, що збитки перевищать заданий рiвень 𝑐:

P{𝜉 > 𝑐} =

∫︁ +∞

𝑐

𝜆

𝛼

(︁𝛼
𝑥

)︁𝜆+1

𝑑𝑥 = 𝛼𝜆𝜆

∫︁ +∞

𝑐

𝑥−(𝜆+1)𝑑𝑥 = 𝛼𝜆(−𝑥−𝜆)
⃒⃒∞
𝑐

=
(︁𝛼
𝑐

)︁𝜆
.

г) Аналогiчно п. в), маємо

P{𝑐 < 𝜉 ≤ 𝑑} =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝜆

𝛼

(︁𝛼
𝑥

)︁𝜆+1

𝑑𝑥 = 𝛼𝜆(−𝑥−𝜆)
⃒⃒𝑑
𝑐
=
(︁𝛼
𝑐

)︁𝜆
−
(︁𝛼
𝑑

)︁𝜆
.

Вiдповiдь: б) M𝜉 =
𝜆

𝜆− 1
𝛼; в)

(︁𝛼
𝑐

)︁𝜆
; г)

(︁𝛼
𝑐

)︁𝜆
−
(︁𝛼
𝑑

)︁𝜆
.
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Приклад 10.2

Довести, що
D𝜉 = M(𝜉 −M𝜉)2 = min

𝑎
M(𝜉 − 𝑎)2.

Доведення:

M(𝜉 − 𝑎)2 = M((𝜉 −M𝜉) + (M𝜉 − 𝑎))2 =

= D𝜉 + (M𝜉 − 𝑎)2 + 2M(𝜉 −M𝜉)(M𝜉 − 𝑎) =

= D𝜉 + (M𝜉 − 𝑎)2 ≥ D𝜉,

причому рiвнiсть досягається тiльки при 𝑎 = M𝜉, що i треба було довести.

Приклад 10.3

Довести, що якщо випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 додатнi, незалежнi та однаково
розподiленi, то

M

{︂
𝜉1

𝜉1 + 𝜉2 + ...+ 𝜉𝑛

}︂
=

1

𝑛
.

Доведення: Розглянемо випадковi величини

𝜂1 =
𝜉1

𝜉1 + 𝜉2 + ...+ 𝜉𝑛
, 𝜂2 =

𝜉2
𝜉1 + 𝜉2 + ...+ 𝜉𝑛

, ..., 𝜂𝑛 =
𝜉𝑛

𝜉1 + 𝜉2 + ...+ 𝜉𝑛
.

Оскiльки за умовою 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 є однаково розподiленими, то й 𝜂1, 𝜂2, ..., 𝜂𝑛 є однаково
розподiленими. Зокрема, їхнi математичнi сподiвання однаковi. Розглянемо математи-
чне сподiвання суми введених величин. Згiдно властивостям математичного сподiвання,
маємо

𝑛∑︁
𝑖=1

M𝜂𝑖 = M

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜂𝑖

}︃
= M

{︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖

}︃
= M

{︂∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖

}︂
= 1.

Отже, маємо
𝑛∑︁

𝑖=1

M𝜂𝑖 = 𝑛M𝜂1 = 1, звiдки M𝜂1 =
1

𝑛
,

що i треба було довести.
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Приклад 10.4

На вiдрiзок [0; 1] навмання кидають точку, яка дiлить його на двi частини. Знайти
функцiю розподiлу меншої частини вiдрiзку.

Розв’язок: Нехай 𝜉 – координата цiєї точки. Тодi довжина меншої частини вiд-
рiзку 𝜂 дорiвнює min{𝜉, 1− 𝜉}.

Зауважимо, що 𝐹𝜂(𝑥) = 0 при 𝑥 < 0, i 𝐹𝜂(𝑥) = 1 при 𝑥 ≥ 1/2.

Для 0 ≤ 𝑥 < 1/2 маємо

𝐹𝜂(𝑥) = P{𝜂 ≤ 𝑥} = P{min{𝜉, 1− 𝜉} ≤ 𝑥} = 1− P{min{𝜉, 1− 𝜉} > 𝑥} =

= 1− P{𝜉 > 𝑥, 1− 𝜉 > 𝑥} = 1− P{𝑥 < 𝜉 < 1− 𝑥}.

Ймовiрнiсть P{𝑥 < 𝜉 < 1 − 𝑥} можна знайти як рiзницю функцiй розподiлу
рiвномiрного закону або як геометричну ймовiрнiсть (всi можливi положення точки
рiвноможливi): P{𝑥 < 𝜉 < 1− 𝑥} = 1− 2𝑥.

Отже, остаточно маємо:

𝐹𝜂(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 < 0;

2𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1/2);

1, 𝑥 ≥ 1/2.

Приклад 10.5

Щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜉 має вид

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑥− 1
2
, якщо 𝑥 ∈ (1, 2];

0, якщо 𝑥 ̸∈ (1, 2].

Знайти функцiю розподiлу та медiану розподiлу.

Розв’язок: За визначенням, 𝐹𝜉(𝑥) = P{𝜉 ≤ 𝑥} =
∫︀ 𝑥

−∞ 𝑓𝜉(𝑢)𝑑𝑢. Очевидно, лiворуч
i праворуч вiд промiжку (1, 2] функцiя розподiлу дорiвнює 0 та 1 вiдповiдно. Для значень
𝑥, якi належать промiжку (1, 2], значення 𝐹𝜉(𝑥) можна знайти або геометрично (як
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вiдношення площ трапецiй з висотами 𝑥− 1 та 2− 1 = 1), або як iнтеграл:

𝐹𝜉(𝑥) =

∫︁ 𝑥

1

(︂
𝑢− 1

2

)︂
𝑑𝑢 =

𝑥2 − 𝑥

2
.

Отже, остаточно

𝐹𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 ≤ 1;

𝑥2 − 𝑥

2
, якщо 1 < 𝑥 ≤ 2;

1, якщо 𝑥 > 2.

Знайдемо медiану розподiлу. За визначенням це – значення 𝑥1/2, для якого P{𝜉 ≤
𝑥1/2} = P{𝜉 > 𝑥1/2}, тобто 𝐹𝜉(𝑥1/2) = 1− 𝐹𝜉(𝑥1/2) = 1/2.

Для нашого випадку медiана буде розв’язком рiвняння

𝑥21/2 − 𝑥1/2

2
=

1

2
,

звiдки 𝑥1/2 = (1 +
√
5)/2. Другий корiнь квадратного рiвняння вiд’ємний, отже, вiн не

може бути медiаною.

Приклад 10.6

Випадкова величина 𝜉 розподiлена за законом Сiмпсона, графiк щiльностi яко-
го має вид

𝑥

𝑦

𝑓(𝑥)

−𝑑 0 𝑑

ℎ

Знайти аналiтичний вираз для щiльностi, функцiю розподiлу, M𝜉 та D𝜉.

Розв’язок: будь-яка функцiя може бути щiльнiстю розподiлу, якщо вона задо-
вольняє двi властивостi: 𝑓𝜉(𝑥) ≥ 0 та

∫︀ +∞
−∞ 𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥 = 1. Для функцiї, зображеної на

графiку, перша властивiсть очевидна. Геометричний сенс другої властивостi полягає в
тому, що площа фiгури, обмеженої щiльнiстю, дорiвнює одиницi. В нашому випадку фi-
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гурою є трикутник, площа якого дорiвнює 𝑑 ·ℎ. Вiдповiдно, з умови нормування 𝑑 ·ℎ = 1

маємо, що лише якщо ℎ = 1/𝑑, то зображена функцiя буде функцiєю щiльностi.

Тепер знайдемо аналiтичний вираз щiльностi. 𝑓𝜉(𝑥) = 0 при 𝑥 < −𝑑 та 𝑥 > 𝑑.

При 𝑥 ∈ [−𝑑, 0] щiльнiстю є пряма, неважко знайти її рiвняння: 𝑓𝜉(𝑥) =
1

𝑑

(︁
1 +

𝑥

𝑑

)︁
.

Аналогiчно для 𝑥 ∈ [0, 𝑑]: 𝑓𝜉(𝑥) =
1

𝑑

(︁
1− 𝑥

𝑑

)︁
.

Отже, остаточно маємо

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝑑

(︂
1− |𝑥|

𝑑

)︂
, якщо 𝑥 ∈ [−𝑑, 𝑑];

0, якщо 𝑥 ̸∈ [−𝑑, 𝑑].

Функцiю розподiлу в даному випадку простiше знайти не обчислюючи iнтеграл,
а геометрично. Очевидно, її значення на (−∞,−𝑑) дорiвнює 0, на (𝑑,+∞) – 1. Якщо
𝑥 ∈ [−𝑑, 0], то функцiя розподiлу, 𝐹𝜉(𝑥) = P{𝜉 ≤ 𝑥}, є площею трикутника, який лежить
лiвiше за 𝑥.

𝑦

−𝑑 𝑥 0 𝑑

1
𝑑

𝑦

−𝑑 𝑥0 𝑑

1
𝑑

З подiбностi трикутникiв та з того, що половина графiка пiд щiльнiстю (над промiжком
[−𝑑, 0]) дорiвнює 1/2, можемо легко обчислити його площу: 𝐹𝜉(𝑥) = 1

2

(︀
𝑑+𝑥
𝑑

)︀2, для 𝑥 ∈
[0, 𝑑] потрiбна площа – це 𝐹𝜉(𝑥) = 1− 1

2

(︀
𝑑−𝑥
𝑑

)︀2
. Остаточно

𝐹𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, якщо 𝑥 ∈ (−∞,−𝑑);
1

2

(︂
𝑑+ 𝑥

𝑑

)︂2

, якщо 𝑥 ∈ [−𝑑, 0];

1− 1

2

(︂
𝑑− 𝑥

𝑑

)︂2

, якщо 𝑥 ∈ (0, 𝑑];

1, якщо 𝑥 ∈ (𝑑,+∞).

Математичне сподiвання заданої випадкової величини, очевидно, дорiвнює нулю,
оскiльки графiк щiльностi симетричний вiдносно вiсi ординат. Для того, щоб знайти
дисперсiю, нам треба знайти M𝜉2. Його ми знайдемо за визначенням, з урахуванням
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симетричностi пiдiнтегральної функцiї:

D𝜉 = M𝜉2 =

∫︁ 𝑑

−𝑑

𝑥2
1

𝑑

(︂
1− |𝑥|

𝑑

)︂
𝑑𝑥 = 2

∫︁ 𝑑

0

𝑥2
1

𝑑

(︁
1− 𝑥

𝑑

)︁
𝑑𝑥 =

(︂
2𝑥3

3𝑑
− 2𝑥4

4𝑑2

)︂⃒⃒⃒⃒𝑑
0

=
𝑑2

6
.

Приклад 10.7

Випадкова величина 𝜉 має щiльнiсть розподiлу

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑒−𝑥, 𝑥 ≥ 0,

0, 𝑥 < 0.

Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 =
√
𝜉.

Розв’язок: очевидно, що 𝜂 ≥ 0, тому при 𝑥 < 0 𝑓𝜂(𝑥) = 0. Якщо ж 𝑥 ≥ 0, то
𝐹𝜂(𝑥) = P {𝜂 ≤ 𝑥} = P

{︀√
𝜉 ≤ 𝑥

}︀
= P {𝜉 ≤ 𝑥2} = 𝐹𝜉 (𝑥

2), звiдки

𝑓𝜂(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝐹𝜂(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
𝐹𝜉

(︀
𝑥2
)︀
= 𝑓𝜉

(︀
𝑥2
)︀ 𝑑

𝑑𝑥

(︀
𝑥2
)︀
= 2𝑥𝑓𝜉

(︀
𝑥2
)︀
= 2𝑥𝑒−2𝑥2

.

Остаточно маємо:

𝑓𝜂(𝑥) =

⎧⎨⎩2𝑥𝑒−2𝑥2
, 𝑥 ≥ 0,

0, 𝑥 < 0.

Приклад 10.8

Випадкова величина 𝜉 має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку
[︀
−𝜋

2
; 𝜋

2

]︀
. Знайти

щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = cos (𝜉) .

Розв’язок: очевидно, що при 𝑥 ∈
[︀
−𝜋

2
; 𝜋

2

]︀
𝜂 = cos (𝜉) ∈ [0; 1], тому шукана

щiльнiсть матиме нульовi значення поза вiдрiзком [0; 1]. Якщо ж 𝑥 ∈ [0; 1], то

𝐹𝜂(𝑥) = P {𝜂 ≤ 𝑥} = P {cos (𝜉) ≤ 𝑥} =

= P
{︁
−𝜋
2
≤ 𝜉 ≤ − arccos(𝑥)

}︁
+ P

{︁
arccos(𝑥) ≤ 𝜉 ≤ 𝜋

2

}︁
=

114



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

=

− arccos(𝑥)∫︁
−𝜋

2

1

𝜋
𝑑𝑥+

𝜋
2∫︁

arccos(𝑥)

1

𝜋
𝑑𝑥 = 1− 2

𝜋
arccos(𝑥).

Остаточно маємо:

𝑓𝜂(𝑥) =

⎧⎨⎩1− 2
𝜋
arccos(𝑥), якщо 𝑥 ∈ [0; 1],

0, якщо 𝑥 /∈ [0; 1].

Приклад 10.9

Нехай випадкова величина 𝜉 має показниковий розподiл з параметром 𝜆 > 0.

Знайти функцiю розподiлу i щiльнiсть розподiлу випадкових величин а) 𝜂 = 3 − 𝜉,

б) 𝜁 = ln 𝜉.

Розв’язок: Функцiя розподiлу показникового закону задається рiвнянням

𝐹𝜉(𝑥) = P{𝜉 ≤ 𝑥} =

⎧⎨⎩1− 𝑒−𝜆𝑥, якщо 𝑥 ≥ 0;

0, якщо 𝑥 < 0.

Для того, щоб знайти функцiї розподiлу вказаних величин, запишемо за визначенням
їхнi функцiю розподiлу, виразимо через вiдому нам функцiю розподiлу випадкової ве-
личини 𝜉. Для знаходження щiльностей треба взяти похiдну вiд отриманих функцiї
розподiлу.

а) Отже, за визначенням,

𝐹𝜂(𝑥) = P{𝜂 ≤ 𝑥} = P{3− 𝜉 ≤ 𝑥} = P{𝜉 ≥ 3− 𝑥} =

= 1− P{𝜉 < 3− 𝑥} = 1− 𝐹𝜉(3− 𝑥) = 𝑒−𝜆(3−𝑥),

для 3− 𝑥 ≥ 0. Запишемо остаточно функцiю розподiлу 𝜂 :

𝐹𝜂(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑒−𝜆(3−𝑥), якщо 𝑥 ≤ 3;

1, якщо 𝑥 > 3.

Вiдповiдно щiльнiсть розподiлу 𝜂 :

𝑓𝜂(𝑥) =

⎧⎨⎩𝜆𝑒−𝜆(3−𝑥), якщо 𝑥 ≤ 3;

0, якщо 𝑥 > 3.
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б) Для випадкової величини 𝜁 функцiя розподiлу за визначенням дорiвнює

𝐹𝜁(𝑥) = P{𝜁 ≤ 𝑥} = P{ln 𝜉 ≤ 𝑥} = P{𝜉 ≤ 𝑒𝑥} = 𝐹𝜉(𝑒
𝑥) = 1− 𝑒−𝜆𝑒𝑥 ,

а щiльнiсть розподiлу

𝑓𝜁(𝑥) = 𝐹 ′
𝜁(𝑥) = (1− 𝑒−𝜆𝑒𝑥)′ = 𝜆𝑒𝑥−𝜆𝑒𝑥 .

Приклад 10.10

Для стандартної нормальної випадкової величини 𝜂 визначимо ймовiрностi P{𝜂 ≤
1.2}, P{𝜂 > 1.2} та P{𝜂 ≤ −1.2}.

Φ(1.2)

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋
𝑒
−
𝑥2

2

1.2

1− Φ(1.2)

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋
𝑒
−
𝑥2

2

1.2

Φ(−1.2)

𝑓(𝑥) =
1√
2𝜋
𝑒
−
𝑥2

2

−1.2

В таблицi значень функцiї розподiлу стандартного нормального закону (див. табл.
3 на стор. 302) знаходимо значення Φ(1.2) = 0.8849. Вiдповiдно, маємо:

P{𝜂 ≤ 1.2} = 0.8849, P{𝜂 > 1.2} = P{𝜂 ≤ −1.2} = 1− 0.8849 = 0.1151.
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Приклад 10.11

Для того, щоб знайти подiбнi ймовiрностi для довiльної нормальної випадкової
величини з параметрами 𝑚,𝜎2, скористаємось спiввiдношенням мiж довiльною та стан-
дартною нормальними величинами та таблицею значень функцiї розподiлу стандартно-
го нормального закону.

Наприклад, для 𝜉 ∼ 𝑁(2, 9)

𝐹𝜉(𝑥) = Φ

(︂
𝑥−𝑚

𝜎

)︂
= Φ

(︂
𝑥− 2√

9

)︂
= Φ

(︂
𝑥− 2

3

)︂
,

вiдповiдно

P{𝜉 ≤ 3.5} = 𝐹𝜉(3.5) = Φ

(︂
3.5− 2

3

)︂
= Φ(0.5) = 0.6915,

P{𝜉 ≤ −3.5} = P{𝜉 > 3.5} = 1− Φ(0.5) = 1− 0.6915 = 0.3085.

𝐹𝜉(3.5) 𝑓(𝑥) =
1

3
√
2𝜋
𝑒
−
(𝑥− 3.5)2

18

3.5

Приклад 10.12

�
Автомобiль заїжджає на АЗС з метою заправитись пальним. З ймовiрнiстю
1/2 буде хоча б одна вiльна колонка i водiй одразу почне заправляти авто.
Вiдповiдно час очiкування в черзi дорiвнює 0 з ймовiрнiстю 1/2. Якщо все
ж доводиться чекати в черзi, час очiкування є рiвномiрно розподiленою ви-

падковою величиною на вiдрiзку [0, 10]. Записати функцiю розподiлу часу очiкування i
знайти ймовiрнiсть того, що доведеться чекати бiльше 5 хвилин. Обчислити математи-
чне сподiвання часу очiкування.

Розв’язок: Випадкова величина 𝜉, час очiкування, є випадковою величиною змi-
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шаного типу. Позначимо через 𝜂 випадкову величину, яка має рiвномiрний розподiл на
вiдрiзку [0, 10]. Тодi можемо виписати вигляд функцiї розподiлу 𝜉, використовуючи фор-
мулу повної ймовiрностi:

𝐹𝜉(𝑥) = P{𝜉 ≤ 𝑥} =

⎧⎨⎩0, з ймовiрнiстю 1/2;

P{𝜂 ≤ 𝑥} = 𝐹𝜂(𝑥), з ймовiрнiстю 1/2;
=

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 0

1
2
+ 1

2

∫︀ 𝑥

0
1
10
𝑑𝑢, якщо 𝑥 ∈ [0, 10];

1, якщо 𝑥 > 10;

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 0

1
2
+ 𝑥

20
, якщо 𝑥 ∈ [0, 10];

1, якщо 𝑥 > 10.

Ймовiрнiсть того, що не доведеться чекати бiльше 5 хвилин, дорiвнює P{𝜉 > 5} =

1− 𝐹𝜉(5) = 1− 3/4 = 1/4.

𝑥

𝑦

𝐹𝜉(𝑥)

0 10

1

1/2

Математичне сподiвання часу очiкування не може бути обчислене за допомогою
базової формули, оскiльки випадкова величина 𝜉 не є абсолютно неперервною.

В таких випадках його можна знайти за бiльш загальною формулою:

M𝜉 =

∫︁ +∞

0

[1− 𝐹𝜉(𝑥)]𝑑𝑥−
∫︁ 0

−∞
𝐹𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Для нашого випадку

M𝜉 =

∫︁ 10

0

[︂
1−

(︂
1

2
− 𝑥

20

)︂]︂
𝑑𝑥 = 2.5.

Отже, в середньому доведеться чекати 2.5 хвилини.

Приклад 10.13

Прикладом сингулярної функцiї розподiлу є крива Кантора 𝐹 (𝑥). Для 𝑥 < 0

𝐹 (𝑥) = 0 i 𝐹 (𝑥) = 1 при 𝑥 > 1. На вiдрiзку [0.1] 𝐹 (𝑥) будується наступним чином.
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𝑥

𝐹 (𝑥)

0 1
9

2
9

1
3

2
3

7
9

8
9

1

1
4

1
2

3
4

1

Вiдрiзок [0, 1] розбивається на три рiвнi частини [0, 1/3], [1/3, 2/3], [2/3, 1]. На внутрi-
шньому сегментi покладемо 𝐹 (𝑥) = 1/2. Два сегменти, що залишилися, знову розбиває-
мо на три рiвнi частини кожний i на внутрiшнiх сегментах 𝐹 (𝑥) задаємо рiвною 1/4 i 3/4
вiдповiдно. Кожен з тих сегментiв, що залишилися, знову дiлимо на три рiвнi частини
i на внутрiшнiх сегментах 𝐹 (𝑥) визначаємо як сталу, що дорiвнює середньому арифме-
тичному мiж сусiднiми значеннями, що вже визначенi для 𝐹 (𝑥), i т.д. В точках, що не
належать внутрiшнiм сегментам, 𝐹 (𝑥) визначимо за властивiстю неперервностi.

Неважко бачити, що сумарна довжина внутрiшнiх сегментiв, на яких 𝐹 (𝑥) стала,
дорiвнює

1

3
+

2

9
+

4

27
+ ...+

2𝑛

3𝑛+1
+ ... =

1

3

∞∑︁
𝑛=0

(︂
2

3

)︂𝑛

=
1

3

1

1− 2
3

= 1.

Таким чином, функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥) зростає на множинi мiри Лебега 0, але без стриб-

кiв:
𝑑𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥
= 0 майже всюди.

Задача 10.1. Побудуємо ймовiрнiсний простiр (Ω, ℜ, P) наступним чином: Ω є квадрат на
площинi 𝑋𝑂𝑌 з вершинами (0.0), (0.1), (1.0), (1.1); 𝑈 – множина усiх пiдмножин квадрату
Ω, для яких поняття площi має змiст; P(·) визначена на 𝑈 i дорiвнює площi пiдмножини.
Елементарнi подiї 𝜔 ∈ Ω будемо позначати 𝜔 = (𝑥, 𝑦). Треба знайти функцiї розподiлу i
щiльностi випадкових величин, заданих на ймовiрнiсному просторi (Ω, ℜ, P) та побудувати
їхнi графiки:
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а) 𝜉(𝜔) = 𝑥+ 𝑦;
b) 𝜉(𝜔) = 𝑥− 𝑦;
с) 𝜉(𝜔) = 𝑥𝑦;
d) 𝜉(𝜔) = 𝑥2 + 𝑦2;

e) 𝜉(𝜔) = 𝑥/𝑦;
f) 𝜉(𝜔) = min(𝑥, 𝑦);
g) 𝜉(𝜔) = max(𝑥, 𝑦);
h) 𝜉(𝜔) = |𝑥− 𝑦|;

i) 𝜉(𝜔) є вiдстань точки (𝑥, 𝑦)

до дiагоналi, що сполучає то-
чки (0,0) i (1,1).

Задача 10.2. Якi з поданих нижче функцiй є функцiями розподiлу?

а) 𝐹 (𝑥) =
3

4
+

1

2𝜋
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥;

в) 𝐹 (𝑥) = 𝑒−𝑒−𝑥 ;

с) 𝐹 (𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑥

1 + 𝑥
, якщо 𝑥 ≤ 0,

0, якщо 𝑥 < 0.

d) 𝐹 (𝑥) =

⎧⎨⎩
1− 𝑒−𝑥

𝑥
, якщо 𝑥 ≤ 0,

0, якщо 𝑥 < 0.

e) 𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 0,

[𝑥]

2
, якщо 0 ≤ 𝑥 < 2,

1, якщо 𝑥 ≥ 2.

Задача 10.3. Щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜉 дорiвнює

𝑝𝜉(𝑥) = 𝑎 · 𝑒−𝜆|𝑥|,

де 𝑎, 𝜆 > 0. Обчислити: а) коефiцiєнт 𝑎; б) функцiю розподiлу 𝜉, M𝜉 i D𝜉; с) побудувати
графiки щiльностi i функцiї розподiлу для 𝜆 = 2.

Задача 10.4. Задана функцiя

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 1,

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥, 1 < 𝑥 ≤ 4,

1, 𝑥 > 4.

Пiдiбрати коефiцiєнти 𝑎 та 𝑏 таким чином, щоб 𝐹 (𝑥) була функцiєю розподiлу деякої випад-
кової величини 𝜉. Знайти P {2 < 𝜉 ≤ 3}.

Задача 10.5. Нижче наведено функцiї, якi залежать вiд певних параметрiв. Визначити
значення параметрiв, для яких цi функцiї будуть щiльностями розподiлу.

а) 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑐, якщо 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,

0, iнакше;

б) 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑘|𝑥− 𝑎|, якщо 𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑,

0, iнакше;

в) 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐, 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 ≥ 0,

0, 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 < 0;

г) 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑐𝑥𝛼𝑒−𝜆𝑥, якщо 𝑥 ≥ 0,

0, якщо 𝑥 < 0;

д) 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑐

𝑎𝑥+ 𝑏
, якщо 𝑑 ≤ 𝑥 <∞,

0, якщо 𝑥 ≤ 𝑑.

Задача 10.6. Чи можна пiдiбрати сталу 𝐶 так, щоб функцiя 𝐶/𝑥3 визначала щiльнiсть
розподiлу ймовiрностей а) на променi [1; +∞); б) на променi [0,∞); в) на вiдрiзку [−2,−1]?
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Задача 10.7. Нехай 𝐹 (𝑥) – функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉. Знайти функцiю
розподiлу випадкової величини 𝜂 = −𝜉.

Задача 10.8. Нехай 𝐹 (𝑥) – функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉. Знайти функцiю
розподiлу та щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = −𝑒𝜉.

Задача 10.9. Професор нiколи не завершує лекцiю в межах пари, натомiсть завершує її
впродовж трьох хвилин пiсля дзвiнка на перерву. Нехай 𝜉 – час, який пройшов вiд дзвiнка
до завершення лекцiї, i нехай щiльнiсть 𝜉 задається таким чином:

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑘𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 3;

0, iнакше.

а) Знайти константу 𝑘;
б) знайти функцiю розподiлу випадкової величини 𝜉;
в) побудувати графiки щiльностi розподiлу та функцiї розподiлу випадкової величини 𝜉;
г) знайти середнє значення часу затримки лекцiї;
д) яка ймовiрнiсть того, що лектор затримає студентiв не бiльш, нiж на хвилину; на час вiд
30 секунд до двох хвилин?

Задача 10.10. Двоє друзiв домовились зустрiтися в певному мiсцi з п’ятої до шостої вечора.
Знайти функцiю розподiлу та щiльнiсть розподiлу часу очiкування того, хто прийде першим,
якщо моменти приходу обох друзiв рiвноможливi впродовж години.

Задача 10.11. Випадкова величина 𝜉 має показниковий розподiл з параметром 𝜆 = 1/3.

Обчислити ймовiрностi

P{𝜉 > 3}; P{𝜉 > 6|𝜉 > 3}; P{𝜉 > 𝑡+ 3|𝜉 > 𝑡}.

Задача 10.12. Знайти математичне сподiвання, дисперсiю та четвертий момент випадкової
величини 𝜉, яка має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [𝑎, 𝑏].

Задача 10.13. Нехай 𝜉 має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [2, 4]. Знайти таке 𝑥0, що
P{𝜉 > 𝑥0 +M𝜉} = 1/4.

Задача 10.14. Нехай 𝜉 має рiвномiрний розподiл з математичним сподiванням 6 та диспер-
сiєю 4. Знайти ймовiрнiсть того, що 𝜉 < 5.

Задача 10.15. Нехай 𝐹 (𝑥) – функцiя розподiлу випадкової величини 𝜉. Знайти функцiю
розподiлу та щiльнiсть розподiлу таких величин:
а) 𝑎𝜉 + 𝑏, 𝑎 ̸= 0; б) 𝜉2;
в) 𝑔(𝜉), де 𝑔(·) – монотонна диференцiйована функцiя.

Задача 10.16. Випадкова величина 𝜉 рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0, 2]. Знайти фун-
кцiю розподiлу випадкової величини а) 𝜂 = |𝜉 − 1|, б) 𝜁 = |𝜉|.
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Задача 10.17. Випадкова величина 𝜉 рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [−1, 1]. Знайти
функцiю розподiлу випадкової величини 𝜂 = |𝜉|.

Задача 10.18. Випадкова величина 𝜉 рiвномiрно розподiлена на вiдрiзку [0, 1]. Знайти щiль-
нiсть розподiлу випадкових величин а) 𝜂 = 𝜉2, б) 𝜂 = 1/𝜉, в) 𝜂 = 𝑒𝜉 та побудувати їхнi графiки.

Задача 10.19. Випадкова величина 𝜉 має показниковий розподiл з параметром 𝜆 > 0.

Знайти функцiю розподiлу та щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = 𝜉2.

Задача 10.20. Випадкова величина 𝜉 має щiльнiсть розподiлу

𝑓(𝑥) =
1

𝜋

1

1 + 𝑥2
.

Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = 𝜉2.

Задача 10.21. Випадкова величина 𝜉 задана на промiжку [𝑎, 4] щiльнiстю 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑥2. Треба
знайти 𝑎, 𝐴 та 𝐹 (2), якщо вiдомо M𝜉 = 0.

Задача 10.22. Графiк щiльностi розподiлу випадкової величини 𝜉 має вид

𝑥

𝑦

𝑓(𝑥)

-2 0 4

Знайти аналiтичний вираз для щiльностi, функцiю розподiлу, M𝜉 та D𝜉.

Задача 10.23. Нехай 𝐹 (𝑥) = 𝑎 · sin𝑥+ 𝑏 · cos𝑥+1/2. Довести, що якщо 𝑥 приймає значення
з вiдрiзку [0; 𝜋/2], то можна знайти параметри 𝑎 i 𝑏 такi, що 𝐹 (𝑥) буде функцiєю розподiлу.
Знайти 𝐹 (𝜋/4).

Задача 10.24. Нехай функцiя 𝐹 (𝑥) задається формулою

𝐹 (𝑥) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 ≤ 1,

𝑎+ 𝑏 · 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥), якщо 𝑥 > 1.

Треба пiдiбрати параметри 𝑎 i 𝑏 таким чином, щоб 𝐹 (𝑥) була функцiєю розподiлу.

Задача 10.25. Випадкова величина 𝜉 приймає значення у вiдрiзку [𝑎, 2] i має щiльнiсть
розподiлу

𝑓(𝑥) =
3

16
𝑥𝑛+1,

де 𝑛 – деяке натуральне число. Знайти 𝑎 i 𝑛, якщо вiдомо, що M𝜉 = 0.
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Задача 10.26. Випадкова величина 𝜉 приймає значення у вiдрiзку [𝑎, 𝑏], на якому задається
щiльнiстю

𝑓(𝑥) =
3

16
(𝑥− 𝑐)2.

Знайти 𝑎 i 𝑏, якщо вiдомо, що 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) i M𝜉 = 2.

Задача 10.27. Випадкова величина 𝜉 приймає значення у вiдрiзку [1, 𝑏], на якому задається
щiльнiстю

𝑓(𝑥) = 𝐴 ln(𝑥).

Знайти 𝐴 i 𝑏, якщо M𝜉 =
𝑏2 + 1

4
.

Задача 10.28. Випадкова величина 𝜉 задається щiльнiстю

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 ≤ 0 або 𝑥 > 2,

1/2, якщо 0 < 𝑥 ≤ 1,

𝑥/3, якщо 1 < 𝑥 ≤ 2.

Знайти функцiю розподiлу i щiльнiсть випадкової величини 𝜂 = 𝜉2. Знайти M𝜂 та D𝜂.

Задача 10.29. Випадкова величина 𝜉 має розподiл Кошi зi щiльнiстю

𝑓(𝑥) =
1

𝜋 (1 + 𝑥2)
.

Знайти а) P {|𝜉| > 1} , б) M |𝜉| / (1 + 𝜉2).

Задача 10.30. Колесо вагону має трiщину на зовнiшньому краю. Нехай 𝜉 – висота трiщини
над землею при випадковiй зупинцi вагону. Знайти функцiю розподiлу 𝜉, щiльнiсть 𝜉 та M𝜉.

Задача 10.31. Точка A рiвномiрно розподiлена всерединi кола радiуса 𝑅. Нехай 𝜉 – вiдстань
вiд точки A до центра кола. Знайти функцiю розподiлу та щiльнiсть випадкової величини 𝜉.
Побудувати їхнi графiки. Обчислити M𝜉 та D𝜉.

Задача 10.32. Точка A рiвномiрно розподiлена на колi одиничного радiуса з центром в
точцi (0,0). Нехай 𝜉 – проєкцiя точки A на вiсь 𝑂𝑥. Знайти функцiю розподiлу та щiльнiсть
випадкової величини 𝜉. Обчислити M𝜉 та P{|𝜉| ≥ 1

2
}.

Задача 10.33. Хвилинна стрiлка електронного годинника пересувається стрибком в кiнцi
кожної хвилини. Знайти ймовiрнiсть того, що в даний момент годинник покаже час, який
вiдрiзняється вiд справжнього бiльше, нiж на 20 с.

Задача 10.34. Студент хотiв пiд’їхати одну зупинку на автобусi, але автобус вiд’їхав без-
посередньо перед ним. Нехай студент вирiшив, що вiн пiде пiшки, якщо наступний автобус
не прийде упродовж 5 хвилин. Iнтервал мiж автобусами є випадковою величиною, що має
рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [4, 6]. Яка ймовiрнiсть того, що студент чекатиме менше,
нiж 4.5 хвилини? Яка ймовiрнiсть того, що студент чекатиме 5 хвилин? Записати розподiл
випадкової величини 𝜉 – часу очiкування студента.

123



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Задача 10.35. Точка A рiвномiрно розподiлена на колi одиничного радiуса з центром в
точцi (0,0). Нехай 𝜉 – довжина вiдрiзку дотичної, проведеної в точцi A до точки перетину з
вiссю 𝑂𝑥. Знайти функцiю розподiлу та щiльнiсть випадкової величини 𝜉. Чи iснує M𝜉?

Задача 10.36. При яких параметрах функцiя

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑐𝑥𝛼 exp {−𝛽𝑥} , якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

є щiльнiстю випадкової величини 𝜉? Знайти M𝜉𝑛, M exp (−𝜆𝜉) .

Задача 10.37. Нехай 𝜉 та 𝜂 – незалежнi випадковi величини рiвномiрно розподiленi на [0,2].
Знайти функцiю розподiлу для величин
а) min (𝜉, 𝜂) ; б) max (𝜉, 𝜂).

Задача 10.38. Нехай 𝜉 та 𝜂 – незалежнi випадковi величини, якi мають показниковий
розподiл з параметром 𝜆 > 0. Знайти функцiю розподiлу для величин
а) min (𝜉, 𝜂) ; б) max (𝜉, 𝜂) ; в) max (2𝜉, 𝜂) ; г) min (𝜉3, 𝜂) .

Задача 10.39. У невеликому приморському мiстi рiчнi збитки вiд штормiв, пожеж та роз-
крадань майна є незалежними випадковими величинами, що мають показниковий розподiл з
середнiми значеннями 1, 1.5 та 2.4 вiдповiдно. Знайти ймовiрнiсть того, що максимальний з
цих збиткiв буде бiльше 3.

Задача 10.40. Випадкова величина 𝜉 задається щiльнiстю

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

𝜎

√︂
2

𝜋
exp

{︂
− 𝑥2

2𝜎2

}︂
, якщо 𝑥 ≥ 0,

0, якщо 𝑥 < 0.

Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = 1/𝜉. Чи скiнченне M𝜂?

Задача 10.41. Випадкова величина 𝜉 задається щiльнiстю

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩1
5
, якщо 𝑥 ∈ [0, 5],

0, якщо 𝑥 /∈ [0, 5].

Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = exp {𝜉2 − 4𝜉}.

Задача 10.42. Знайти функцiю розподiлу, математичне сподiвання M𝑙 та дисперсiю D𝑙 дов-
жини хорди 𝑙, що з’єднує фiксовану точку кола радiусу 𝑅 з iншою точкою кола, всi положення
якої на колi рiвноможливi.

Задача 10.43. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка має показниковий розподiл з параметром
𝜆. Знайти розподiл випадкової величини 𝜂 = [𝜉] та M𝜂.

Задача 10.44. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка має рiвномiрний розподiл у вiдрiзку [0, 1].

Треба знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝜂 = − 1
𝜆
ln 𝜉.
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Задача 10.45. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка має неперервну строго монотонну фун-
кцiю розподiлу 𝐹 (𝑥). Довести, що випадкова величина 𝜂 = 𝐹 (𝜉) має рiвномiрний розподiл у
промiжку [0, 1].

Задача 10.46. Випадкова величина 𝜉 розподiлена за показниковим законом з параметром
𝜆. При якому значеннi 𝜆 ймовiрнiсть подiї {𝜉 ∈ [𝛼, 𝛽]} буде максимальною?

Задача 10.47. Випадкова величина 𝜉 розподiлена за показниковим законом з параметром
𝜆. Яка з подiй бiльш ймовiрна: випадкова величина бiльша свого математичного сподiвання
чи менша свого математичного сподiвання? Чи залежить ця ймовiрнiсть вiд 𝜆?

Задача 10.48. Випадкова величина 𝜉 розподiлена за показниковим законом з параметром
𝜆. Обчислити M𝜉𝑘, D𝜉, P{𝜉 > 1}.

Задача 10.49. Випадкова величина 𝜉 має щiльнiсть розподiлу 𝑓𝜉(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0, з
параметром 𝜆 > 0. Для яких значень параметра 𝜇 iснує математичне сподiвання випадкової
величини 𝜂 = 𝑒𝜇𝜉?

Задача 10.50. Випадкова величина 𝜉 розподiлена за нормальним законом з параметрами
𝑚 i 𝜎2. Знайти M|𝜉 −𝑚|.

Задача 10.51. Випадкова величина 𝜉 розподiлена за нормальним законом з параметрами
𝑚 = 0 i 𝜎2. Задано iнтервал (𝛼, 𝛽), який не включає початок координат. Визначити, при
якому 𝜎 ймовiрнiсть подiї {𝜉 ∈ (𝛼, 𝛽)} буде максимальною.

Задача 10.52. Випадкова величина 𝜉 задається щiльнiстю

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩1− |𝑥− 1|, якщо 𝑥 ∈ [0, 2],

0, якщо 𝑥 /∈ [0, 2].

Треба знайти M𝜉 i D𝜉.

Задача 10.53. Довести, що

𝑓𝜉(𝑥) =
1

𝜎
√
2𝜋
𝑒
−
(𝑥− 𝑎)2

2𝜎2 , 𝑥 ∈ R,

є щiльнiстю розподiлу.

Задача 10.54. Нехай 𝜉 має розподiл 𝑁 (𝑎, 𝜎2), а Φ(𝑥) – функцiя розподiлу стандартної
гауссiвської випадкової величини. Довести, що для довiльного 𝑥 ∈ R

𝐹𝜉(𝑥) = Φ

(︂
𝑥− 𝑎

𝜎

)︂
.

Задача 10.55. Знайти математичне сподiвання та дисперсiю випадкової величини, що має
розподiл 𝑁 (𝑎, 𝜎2).
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Задача 10.56. Правило «трьох сигм». Показати, що для випадкової величини 𝜉, що має
розподiл 𝑁 (𝑎, 𝜎2), має мiсце

P {|𝜉 − 𝑎| > 3𝜎} < 0.003.

3𝜎 3𝜎
𝑚

𝑥

𝑦

Задача 10.57. Мiсячний прибуток пiдприємства є нормально розподiленою випадковою
величиною з середнiм значенням 5 млн. дол. та стандартним вiдхиленням 0.5 млн. дол. Знайти
ймовiрнiсть того, що в даному мiсяцi прибуток пiдприємства перевищить 4 млн. дол. Записати
формулу щiльностi розподiлу цiєї випадкової величини, зобразити її графiк та вказати на
ньому обчислену ймовiрнiсть.

Задача 10.58. Мiсячний прибуток пiдприємства є нормально розподiленою випадковою
величиною зi стандартним вiдхиленням 0.5 млн. дол. Вiдомо, що в 70 % випадкiв прибуток
пiдприємства перевищує 4 млн. дол. Знайти середнiй прибуток пiдприємства.

Задача 10.59. Розглядається питання закупiвлi машин для нарiзання коркiв для пляшок з
вином. Перша нарiзає корки з дiаметром, який є нормально розподiленою випадковою вели-
чиною з математичним сподiванням 3 см та стандартним вiдхиленням 0.1 см. Друга продукує
корки з дiаметром, який є нормально розподiленою випадковою величиною з математичним
сподiванням 3.04 см та стандартним вiдхиленням 0.02 см. Прийнятними є корки з дiаметром
вiд 2.9 до 3.1 см. Яка машина виробляє бiльше бракованих коркiв?

Задача 10.60. Прилад для автоматичного розкривання вiйськового вантажного парашута
спроєктований таким чином, щоб вiдкрити парашут на висотi 200 м над поверхнею землi.
Насправдi висота вiдкриття є випадковою величиною, яка має нормальний розподiл з мате-
матичним сподiванням 200 м i стандартним вiдхиленням 30 м. Вантаж буде ушкоджено, якщо
парашут розкриється на висотi меншiй, нiж 100 м. Яка ймовiрнiсть того, що при незалежному
зкиданнi п’яти парашутiв з вантажем хоча б один з них буде ушкоджено?

Задача 10.61. Завод виготовляє кульки для пiдшипникiв з номiнальним дiаметром 10 мм.
Фактичний дiаметр є випадковою величиною, яка має нормальний розподiл з математичним
сподiванням 10 мм та стандартним вiдхиленням 0.4 мм. При контролi якостi вiдбраковую-
ться всi кульки, дiаметр яких бiльший за 10.7 мм, або менший за 9.3 мм. Знайти вiдсоток
бракованих кульок.

Задача 10.62. Нехай випадкова величина 𝜉 набуває значення 1 та -1 з ймовiрностями 1/2.
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Обчислити характеристичну функцiю цiєї випадкової величини.

Задача 10.63. Довести, що функцiя 𝜙(𝑡) = cos2 𝑡 є характеристичною функцiєю та знайти
вiдповiдний їй розподiл ймовiрностей.

Задача 10.64. Нехай випадкова величина 𝜉 набуває значення -1, 0 та 1 з ймовiрностями 1/3
кожне. Обчислити характеристичну функцiю цiєї випадкової величини.

Задача 10.65. а) Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – незалежнi випадковi величини, кожна з яких набуває
значення 1 та -1 з ймовiрностями 1/2. Обчислити характеристичну функцiю випадкової ве-
личини 𝜈𝑛 = 𝜉1 + ...+ 𝜉𝑛.
б) Довести, що для будь-якого натурального 𝑛 функцiя 𝜙(𝑡) = cos𝑛 𝑡 є характеристичною
функцiєю

Задача 10.66. Обчислити характеристичну функцiю бiномiальної випадкової величини з
параметрами 𝑛 та 𝑝.

Задача 10.67. Обчислити характеристичну функцiю випадкової величини, яка має
a) розподiл Пуассона з параметром 𝜆;

б) геометричний розподiл з параметром 𝑝.

Задача 10.68. Обчислити характеристичну функцiю випадкової величини, яка має
a) рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [−𝑎; 𝑎];
б) рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [𝑎; 𝑏];

в) показниковий розподiл з параметром 𝜆;

г) гамма-розподiл зi щiльнiстю

𝑓𝜉(𝑥) =

{︃
(𝜆𝑥)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0;

0, 𝑥 < 0.

Γ(𝛼) =
∫︀ +∞
0

𝑦𝛼−1𝑒−𝑥𝑑𝑥 = (𝛼− 1)Γ(𝛼− 1) – гамма-функцiя Ейлера.

Задача 10.69.* Довести, що характеристична функцiя випадкової величини 𝜂, що розподi-
лена за законом 𝑁 (𝑎, 𝜎2), має вид

𝜙𝜂(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡𝑎−𝜎2𝑡2/2.

Задача 10.70. Нехай 𝜉 має стандартний гауссiвський розподiл. Знайти моменти M𝜉𝑛, 𝑛 =

1, 2, . . .

Задача 10.71.* На ймовiрнiсному просторi (Ω,ℜ,P) (де Ω = [0.1], ℜ – 𝜎-алгебра вимiрних за
Лебегом пiдмножин [0, 1], P – мiра Лебега) визначена випадкова величина 𝜉 =

√
𝜔. Знайти

характеристичну функцiю 𝜉.

Задача 10.72. Використовуючи характеристичнi функцiї, показати, що сума 𝜉1 + 𝜉2 неза-
лежних випадкових величин 𝜉1 та 𝜉2, якi мають розподiл Пуассона з параметрами 𝜆1 та 𝜆2
вiдповiдно, також має розподiл Пуассона з параметром 𝜆1 + 𝜆2.
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Задача 10.73. Використовуючи характеристичнi функцiї, показати, що якщо випадковi
величини 𝜉1 ∼ Γ(𝜆, 𝛼) та 𝜉2 ∼ Γ(𝜆, 𝛽) незалежнi, то їхня сума 𝜉1+𝜉2 ∼ Γ(𝜆, 𝛼+𝛽) (див. задачу
10.68).

Задача 10.74. Використовуючи характеристичнi функцiї, показати, що сума 𝜉1 + 𝜉2 неза-
лежних випадкових величин 𝜉1 та 𝜉2, якi мають нормальний розподiл 𝑁(𝜇1, 𝜎

2
1) та 𝑁(𝜇2, 𝜎

2
2)

вiдповiдно, також має нормальний розподiл 𝑁(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎
2
1 + 𝜎2

2).

Задача 10.75. Нехай 𝜙(𝑡) є характеристичною функцiєю випадкової величини 𝜉. Знайти
характеристичну функцiю випадкової величини 𝜂 = 𝑎+ 𝑏𝜉.

Задача 10.76. Використовуючи характеристичну функцiю, знайти всi моменти показни-
кового (експоненцiйного) розподiлу з параметром 𝛼 > 0, зокрема, порахувати математичне
сподiвання та дисперсiю.

Задача 10.77. Час безвiдмовної роботи у годинах деякого приладу є випадковою величиною
𝜉 абсолютно неперервного типу, яка задана щiльнiстю розподiлу 𝑓𝜉(𝑥) = 0.08𝑒−0.08𝑡. Знайти
наступнi характеристики:
а) середнiй час безвiдмовної роботи приладу;
б) ймовiрнiсть безвiдмовної роботи приладу упродовж 4 год.;
в) ймовiрнiсть вiдмови приладу в iнтервалi часi вiд 4 до 20 год.;
г) надiйнiсть (ймовiрнiсть безвiдмовної роботи) системи упродовж 4 год., якщо вона скла-
дається з п’яти послiдовно пiдключених однакових приладiв. Вважати вiдмови пристроїв
незалежними.
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11 ВИПАДКОВI ВЕКТОРИ ТА ФУНКЦIЇ ВIД
ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Нехай випадковi величини 𝜉𝑖, 𝑖 = 1.2, ..., 𝑛, заданi на одному i тому ж ймовiрнiсному
просторi. Випадковим вектором будемо називати 𝜉′ = (𝜉1, 𝜉2, ...., 𝜉𝑛). Очевидно, випадковий
вектор задає вимiрне вiдображення вимiрного простору (Ω,ℜ) у вимiрний простiр (R𝑛,B𝑛),
де R𝑛 – 𝑛-вимiрний Евклiдiв простiр, B𝑛 – 𝜎-алгебра борелiвських множин з 𝑅𝑛.

Функцiя
𝐹𝜉′(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)

𝑑𝑒𝑓
= P(𝜉1 ≤ 𝑥1, 𝜉2 ≤ 𝑥2, ...., 𝜉𝑛 ≤ 𝑥𝑛),

𝑥𝑖 ∈ R1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛

називається функцiєю розподiлу випадкового вектора 𝜉 або сумiсною функцiєю роз-
подiлу випадкових величин 𝜉1, 𝜉2, ...., 𝜉𝑛.

Сумiсна функцiя розподiлу має наступнi властивостi:

1. lim
𝑥𝑖→−∞

𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 0, 𝑖 = 1, 𝑛,

lim
𝑥𝑖→∞

𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝐹𝜉1,..,𝜉𝑖−1,𝜉𝑖+1,...,𝜉𝑛(𝑥1, ...𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1..., 𝑥𝑛).

2. Якщо оператор 𝑇 означає перестановку координат вектора 𝑥′ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), то

𝐹𝑇𝜉(𝑇𝑥) = 𝐹𝜉(𝑥).

3. Функцiя 𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) є неперервною справа i неспадною по кожному аргументу.

Будемо говорити, що функцiя розподiлу 𝐹𝜉′(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) випадкового вектора 𝜉′ =

(𝜉1, 𝜉2, ...., 𝜉𝑛) є абсолютно неперервного типу, якщо вона може бути подана у виглядi

𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =

𝑥1∫︁
−∞

𝑥2∫︁
−∞

...

𝑥𝑛∫︁
−∞

𝑓(𝑦1, 𝑦2, ...𝑦𝑛)𝑑𝑦1𝑑𝑦2...𝑑𝑦𝑛 (11.1)

Функцiя 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) називається щiльнiстю функцiї розподiлу 𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

Вимiрна функцiя 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), 𝑥𝑖 ∈ R1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, є щiльнiстю деякої функцiї
розподiлу тодi i лише тодi, коли виконуються наступнi умови:

1. 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ≥ 0, для всiх 𝑥𝑖 ∈ R1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

2.
∞∫︀

−∞

∞∫︀
−∞

...
∞∫︀

−∞
𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛 = 1.

Для будь-якої борелiвської множини 𝐴 ∈ B𝑛 справедлива формула

P(𝜉 ∈ 𝐴) =

∫︁ ∫︁
𝐴

...

∫︁
𝑓(𝑥1, 𝑥2, ...–, 𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2...𝑑𝑥𝑛.
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Якщо щiльнiсть 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), є неперервною в точцi 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥
0
2, ..., 𝑥

0
𝑛), то

𝑓(𝑥0) =
𝜕𝑛𝐹𝜉(𝑥)

𝜕𝑥1𝜕𝑥2...𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥0

. (11.2)

В загальному випадку формула (11.2) справедлива для майже всiх вiдносно мiри Лебега в
просторi R𝑛 точок (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛).

Випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, ...., 𝜉𝑛 називаються незалежними, якщо

𝐹𝜉(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝐹𝜉𝑖(𝑥𝑖)

для довiльних 𝑥𝑖 ∈ R1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.

Наведемо властивостi чисельних характеристик випадкових величин, що пов’язанi з
поняттям незалежностi. Якщо випадковi величини 𝜉 та 𝜂 є незалежними, то:

1. M𝜉𝜂 = M𝜉M𝜂 при умовi, що M𝜉 та M𝜂 скiнченнi;

2. D(𝑎𝜉 + 𝑏𝜂) = 𝑎2D𝜉 + 𝑏2D𝜂 при умовi, що D𝜉 та D𝜂 скiнченнi;

3. 𝜙𝜉+𝜂(𝑡) = 𝜙𝜉(𝑡)𝜙𝜂(𝑡).

Розглянемо двi випадковi величини з сумiсною функцiєю розподiлу

𝐹 (𝑥, 𝑦) = P(𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 𝑦).

Функцiї
𝐹𝜉(𝑥) = P(𝜉 ≤ 𝑥) = 𝐹 (𝑥,∞), 𝐹𝜂(𝑥) = P(𝜂 ≤ 𝑦) = 𝐹 (∞, 𝑦)

називаються маргiнальними функцiями розподiлу для функцiї 𝐹 (𝑥, 𝑦).

Теорема 11.1 Нехай функцiя розподiлу 𝐹 (𝑥, 𝑦) має щiльнiсть 𝑓(𝑥, 𝑦). Тодi
а) функцiї розподiлу випадкових величини 𝜉 та 𝜂 теж мають щiльностi:

𝑓𝜉(𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 𝑓𝜂(𝑦) =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥,

б) випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежнi тодi i лише тодi, коли

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝜉(𝑥)𝑓𝜂(𝑦).

Функцiя

𝐹 (𝑥|𝑦) = P(𝜉 ≤ 𝑥|𝜂 = 𝑦)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎨⎩
𝑥∫︀

−∞

𝑓(𝑧, 𝑦)

𝑓𝜂(𝑦)
𝑑𝑧, 𝑓𝜂(𝑦) > 0;

0, 𝑓𝜂(𝑦) = 0,
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називається умовною функцiєю розподiлу для 𝜉 при умовi 𝜂 = 𝑦, а функцiя

𝑓(𝑥|𝑦) 𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎨⎩
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝜂(𝑦)
, 𝑓𝜂(𝑦) > 0;

0, 𝑓𝜂(𝑦) = 0,

називається умовною щiльнiстю для 𝜉 при умовi 𝜂 = 𝑦.

Теорема 11.2 Нехай випадковi величини 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, визначенi на одному i тому
ж ймовiрнiсному просторi. Тодi 𝑓(𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) є випадковою величиною для кожної бо-
релiвської функцiї 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). Якщо 𝐴𝑥 = {(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) :𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) ≤ 𝑥}, то
P {𝑓 (𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) ≤ 𝑥} = P (𝜉 ∈ 𝐴𝑥).

Теорема 11.3 Нехай випадковi величини 𝜉 та 𝜂 будуть незалежними i 𝐹𝜉(𝑥) та 𝐹𝜂(𝑥)

позначають їхнi функцiї розподiлу. Тодi

𝐹𝜉+𝜂(𝑥) = P(𝜉 + 𝜂 ≤ 𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝐹𝜉(𝑥− 𝑦)𝑑𝐹𝜂(𝑦) =

∞∫︁
−∞

𝐹𝜂(𝑥− 𝑦)𝑑𝐹𝜉(𝑦). (11.3)

𝐹𝜉𝜂(𝑥) = P(𝜉𝜂 ≤ 𝑥) =

∞∫︁
0

𝐹𝜉(𝑥𝑦
−1)𝑑𝐹𝜂(𝑦) +

0∫︁
−∞

(1− 𝐹𝜉(𝑥𝑦
−1 − 0))𝑑𝐹𝜂(𝑦), (11.4)

або

𝐹𝜉𝜂(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐹𝜂(𝑥𝑦
−1)𝑑𝐹𝜉(𝑦) +

0∫︁
−∞

(1− 𝐹𝜂(𝑥𝑦
−1 − 0))𝑑𝐹𝜉(𝑦).

Якщо додатково P(𝜂 = 0) = 0, то

𝐹𝜉|𝜂(𝑥) = P(𝜉|𝜂 ≤ 𝑥) =

∞∫︁
0

𝐹𝜉(𝑥𝑦)𝑑𝐹𝜂(𝑦) +

0∫︁
−∞

(1− 𝐹𝜉(𝑥𝑦 − 0))𝑑𝐹𝜂(𝑦) (11.5)

Функцiя розподiлу яка визначається iнтегралом (першим або другим) в формулi (11.3)
називається згорткою функцiй розподiлу 𝐹𝜉(𝑥) та 𝐹𝜂(𝑥).

Якщо випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежнi, i одна з них (наприклад 𝜉) має щiльнiсть
𝑓𝜉(𝑥), то випадковi величини 𝜉 + 𝜂, 𝜉𝜂 та 𝜉|𝜂 теж мають щiльностi, якi визначаються форму-
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лами

𝑓𝜉+𝜂(𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝑓𝜉(𝑥− 𝑦)𝑑𝐹𝜂(𝑦), (11.6)

𝑓𝜉𝜂(𝑥) =

∞∫︁
−∞

|𝑦|−1𝑓𝜉(𝑥𝑦
−1)𝑑𝐹𝜂(𝑦) =

∞∫︁
−∞

|𝑦−1|𝑓𝜂(𝑥𝑦−1)𝑑𝐹𝜉(𝑦). (11.7)

Якщо P(𝜂 = 0) = 0, то

𝑓𝜉|𝜂(𝑥) =

∞∫︁
−∞

|𝑦|𝑓𝜉(𝑥𝑦)𝑑𝐹𝜂(𝑦). (11.8)

Формули для коварiацiї та коефiцiєнта кореляцiї залишаються тими ж, що i в дискре-
тному випадку:

cov (𝜉, 𝜂) = M (𝜉 −M𝜉) (𝜂 −M𝜂) = M𝜉𝜂 −M𝜉M𝜂,

𝜌 =
cov (𝜉, 𝜂)√
D𝜉D𝜂

,

тiльки тепер M𝜉𝜂 розраховується за формулою

M𝜉𝜂 =

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑦𝑑𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦),

або, якщо iснує щiльнiсть 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦), за формулою

M𝜉𝜂 =

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝑥𝑦𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Властивостi кореляцiї та коефiцiєнта кореляцiї, наведенi для випадку дискретних випадкових
величин, зберiгаються i в загальному випадку.

Приклад 11.1

Двовимiрна випадкова величина задана таблицею

𝜉 ∖ 𝜂 0 1
0 15

28
6
28

1 6
28

1
28

Побудуємо для неї сумiсну функцiю розподiлу.
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Якщо 𝑥 < 0 або 𝑦 < 0, то 𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) = 0. Якщо 0 ≤ 𝑥 < 1 або 0 ≤ 𝑦 < 1, то

𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) = P{𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 𝑦} = P{𝜉 = 0, 𝜂 = 0} =
15

28
.

Якщо 0 ≤ 𝑥 < 1, 𝑦 ≥ 1, то

𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) = P{𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 𝑦} = P{𝜉 = 0, 𝜂 = 0 або 𝜂 = 1} =
15

28
+

6

28
=

21

28
.

Якщо 𝑥 ≥ 1, 0 ≤ 𝑦 < 1, то

𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) = P{𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 𝑦} = P{𝜉 = 0 або 𝜉 = 1, 𝜂 = 0} =
15

28
+

6

28
=

21

28
.

Якщо 𝑥 ≥ 1, 𝑦 ≥ 1, то

𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) = P{𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 𝑦} = P{𝜉 = 0 або 𝜉 = 1, 𝜂 = 0 або 𝜂 = 1} =

=
15

28
+

6

28
+

6

28
+

1

28
= 1.

Приклад 11.2

Нехай 𝜉1 та 𝜉2 – незалежнi випадковi величини, що мають рiвномiрний на вiдрiзку
[0, 1]. Знайти щiльнiсть розподiлу суми 𝜉1 + 𝜉2.

Розв’язок: 𝑓𝜉1(𝑥) = 𝑓𝜉2(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ [0.1]

0, 𝑥 /∈ [0.1]
. Очевидно, що (𝜉1 + 𝜉2) ∈ [0.2], i

оскiльки 𝜉1 та 𝜉2 незалежнi, то ∀𝑥 ∈ [0.2]

𝑓𝜉1+𝜉2(𝑥) =

∞∫︁
−∞

𝑓𝜉1(𝑥− 𝑦)𝑓𝜉2(𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑓𝜉1(𝑥− 𝑦)1𝑑𝑦 =

=

1∫︁
0

𝑓𝜉1(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦 =

min(𝑥,1)∫︁
max(0,𝑥−1)

1𝑑𝑦 =

{︃
𝑥, 𝑥 < 1

2− 𝑥, 𝑥 ≥ 1
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Остаточно маємо наступну вiдповiдь:

𝑓𝜉1+𝜉2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 0,

𝑥, якщо 0 ≤ 𝑥 < 1,

2− 𝑥, якщо 1 ≤ 𝑥 < 2,

0, якщо 𝑥 ≥ 2.

Приклад 11.3

Нехай незалежнi випадковi величини 𝜉1 та 𝜉2 мають стандартний нормальний
розподiл. Доведемо, що їхня сума має нормальний розподiл з параметрами 𝜇 = 0, 𝜎2 = 2.

Щiльнiсть нормального розподiлу задається формулою 𝑓𝜉(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎

𝑒−(𝑥−𝜇)2/2𝜎2
,

𝑥 ∈ R1.

Згiдно формули згортки щiльнiсть суми дорiвнює

𝑓𝜉1+𝜉2(𝑥) =

∫︁ +∞

−∞
𝑓𝜉1(𝑢)𝑓𝜉2(𝑥− 𝑢)𝑑𝑢 =

∫︁ +∞

−∞

1

2𝜋
𝑒−𝑢2/2𝑒−(𝑥−𝑢)2/2𝑑𝑢 =

=

∫︁ +∞

−∞

1

2𝜋
𝑒−𝑢2+𝑥2

2
−𝑥𝑢𝑑𝑢 = 𝑒−𝑥2/4

∫︁ +∞

−∞

1

2𝜋
𝑒−(𝑢−

𝑥
2 )

2

𝑑𝑢 =

=
1

2
√
𝜋
𝑒−𝑥2/4

∫︁ +∞

−∞

1

𝜋
𝑒−𝑣2𝑑𝑣 =

𝑒−𝑥2/4

2
√
𝜋
.

Останнiй iнтеграл дорiвнює 1, оскiльки пiд iнтегралом стоїть щiльнiсть нормального
закону з параметрами 𝜇 = 0, 𝜎2 = 1/2.

Отже, ми отримали, що шукана щiльнiсть суми є щiльнiстю нормального розпо-
дiлу з параметрами 0 та 2.
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Приклад 11.4

Сумiсний розподiл випадкових величин 𝜉1 та 𝜉2 задається наступною щiльнiстю:

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩0, якщо (𝑥, 𝑦) /∈ [0.1]× [0.1],
12

13
(𝑥2 + 3𝑥𝑦) , якщо (𝑥, 𝑦) ∈ [0.1]× [0.1].

Знайти щiльнiсть розподiлу суми 𝜉1 + 𝜉2.

Розв’язок: Очевидно, що (𝜉1 + 𝜉2) ∈ [0.2], тому ∀𝑡 ∈ [0.2]

𝐹𝜉1+𝜉2(𝑡) = P {𝜉1 + 𝜉2 ≤ 𝑡} =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑡∫︀
0

𝑡−𝑥∫︀
0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥, 𝑡 ∈ [0, 1)

𝑡−1∫︀
0

1∫︀
0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥+
1∫︀

𝑡−1

𝑡−𝑥∫︀
0

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥, 𝑡 ∈ [1, 2]
=

=

{︃
5
26
𝑡4, 𝑡 ∈ [0, 1)

1
13
(4𝑡3 + 2𝑡2 − 16𝑡+ 5− 5𝑡4) , 𝑡 ∈ [1, 2]

Таким чином,

𝐹𝜉1+𝜉2(𝑡) = P {𝜉1 + 𝜉2 ≤ 𝑡} =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑡 < 0
5
26
𝑡4, 𝑡 ∈ [0, 1)

1
13
(4𝑡3 + 2𝑡2 − 16𝑡+ 5− 5𝑡4) , 𝑡 ∈ [1, 2]

1, 𝑡 > 2

i

𝑓𝜉1+𝜉2(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝐹𝜉1+𝜉2(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑡 < 0
10
13
𝑡3, 𝑡 ∈ [0, 1)

2

13
(6𝑡2 + 12𝑡− 8− 5𝑡3) , 𝑡 ∈ [1, 2]

0, 𝑡 > 2

Графiк цiєї щiльностi має наступний вид:

𝑡
0 1 2

𝑓(𝑡)

1

0.5
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Приклад 11.5

Знайдемо щiльнiсть а) добутку та б) частки незалежних випадкових величин 𝜉1,
𝜉2, кожна з яких має рiвномiрний розподiл на (0, 1).

а) Добуток 𝜉1, 𝜉2, очевидно, може набувати значень лише на промiжку (0, 1). Вiд-
повiдно, за межами цього промiжку щiльнiсть добутку дорiвнює 0. Знайдемо її значення
для 𝑥 ∈ (0, 1).

Аргументи обох щiльностей в (11.7) мають належати (0, 1), щоб кожна з пiдiнте-
гральних щiльностей не дорiвнювала нулю. Отже, для 𝑥 ∈ (0, 1){︃

0 < 𝑢 < 1;

0 < 𝑥/𝑢 < 1;

{︃
0 < 𝑢 < 1;

𝑥 < 𝑢 < +∞;
отже 𝑥 < 𝑢 < 1.

Маємо:

𝑓𝜉1·𝜉2(𝑥) =

∫︁ +∞

−∞

1

|𝑢|𝑓𝜉1,𝜉2
(︁
𝑢,
𝑥

𝑢

)︁
𝑑𝑢 =

∫︁ 1

𝑥

1

𝑢
𝑑𝑢 = ln𝑢|1𝑥 = − ln𝑥.

Остаточно

𝑓𝜉1·𝜉2(𝑥) =

⎧⎨⎩− ln𝑥, 𝑥 ∈ (0, 1);

0, 𝑥 ̸∈ (0, 1).

б) Частка 𝜉1/𝜉2 може набувати значень на (0,+∞). Тому для 𝑥 ≤ 0 ї ї щiльнiсть
дорiвнює 0. Для 𝑥 > 0, мiркуючи аналогiчно попередньому випадку, маємо, що{︃

0 < 𝑢 < 1;

0 < 𝑥𝑢 < 1;

{︃
0 < 𝑢 < 1;

0 < 𝑢 < 1/𝑥

Вiдповiдно, якщо 𝑥 < 1, то межi iнтегрування по 𝑢 в (11.8) вiд 0 до 1, якщо 𝑥 ≥ 1,

то 𝑢 ∈ (0, 1/𝑥).

𝑥

𝑢

1

𝑢
=
1/𝑥

1
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Маємо:

𝑓𝜉1/𝜉2(𝑥) =

∫︁ +∞

−∞
|𝑢|𝑓𝜉1,𝜉2 (𝑢𝑥, 𝑢) 𝑑𝑢 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 ≤ 0;∫︀ 1

0
𝑢 𝑑𝑢 = 1

2
, 𝑥 ∈ (0, 1];∫︀ 1/𝑥

0
𝑢 𝑑𝑢 = 1

2𝑥2 , 𝑥 ∈ (1,+∞).

Зауважимо, що математичне сподiвання частки

M(𝜉1/𝜉2) =

∫︁ 1

0

𝑥
1

2
𝑑𝑥+

∫︁ +∞

1

𝑥
1

2𝑥2
𝑑𝑥 =

𝑥2

4

⃒⃒⃒⃒1
0

+
1

2
ln𝑥

⃒⃒⃒⃒+∞

1

= +∞

суттєво вiдрiзняється вiд частки математичних сподiвань

M𝜉1/M𝜉2 = 1.

Приклад 11.6

�
Кондитерська фабрика пакує новорiчнi подарунковi набори, в кожному з
яких мiститься кiлограм сумiшi цукерок трьох видiв: карамельнi, желейнi
та шоколаднi, причому кiлькiсть кожного виду є випадковою. Оскiльки сума

трьох типiв цукерок є фiксованою, то для побудови сумiсної ймовiрнiсної моделi доста-
тньо розглянути лише двi випадковi величини, наприклад, вагу в наборi карамельок
та желейок. Маючи iнформацiю щодо цих двох типiв цукерок, ми зможемо визначити
розподiл ваги шоколадок.

Позначимо через 𝜉 та 𝜂 вагу вiдповiдно карамельок та желейок в одному пода-
рунковому наборi. Їхня сумiсна щiльнiсть буде додатньою в областi

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 𝑥+ 𝑦 ≤ 1}.

Ця область зображена на рисунку.

𝑦

𝑥

𝑥
+
𝑦
=
1

0 1

1

𝐷
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Нехай тепер сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 має вигляд

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩24𝑥𝑦, 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑦 ∈ [0, 1], 𝑥+ 𝑦 ≤ 1;

0, iнакше.

Для будь-яких фiксованих значень 𝑥 функцiя зростає по 𝑦, при фiксованих 𝑦

функцiя зростає по 𝑥.

0

0.5

1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
1

0

2

4

6

𝑥
𝑦

𝑓

Така форма щiльностi демонструє, що компанiя економить: ймовiрнiсть того, що
в наборi буде багато шоколадних цукерок, невелика, тобто пакунок бiльш ймовiрно буде
заповнений переважно карамельками та желейками: ймовiрнiсть того, що кiлькiсть цих
цукерок набуває малих значень (а отже, шоколаднi цукерки складають бiльшу части-
ну набору), близька до нуля. А ймовiрнiсть коло межi (коли набiр складається майже
навпiл з желейок та карамельок) – висока.

Очевидно, 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) ≥ 0 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ R2. Перевiримо умову нормування:∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

[︂∫︁ 1−𝑥

0

24𝑥𝑦 𝑑𝑦

]︂
𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0

[︃
24𝑥

𝑦2

2

⃒⃒⃒⃒1−𝑥

0

]︃
𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

12𝑥(1− 𝑥)2𝑑𝑥 = 1.

Знайдемо ймовiрнiсть того, що карамельки та желейки складають менше, нiж
двi третини ваги пакунка (це означатиме, що в пакунку мiститься принаймнi третина
шоколадних цукерок). Цiй подiї вiдповiдає область

𝐷𝐴 = {(𝑥, 𝑦) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 𝑥+ 𝑦 ≤ 2/3}.
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𝑦

𝑥0 10 2/3

1

2/3

𝐷𝐴

Вiдповiдно

P{(𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷𝐴} =

∫︁∫︁
𝐷𝐴

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 2/3

0

∫︁ 2/3−𝑥

0

24𝑥𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
16

81
.

Отже, ймовiрнiсть того, що в наборi буде хоча б третина шоколадних цукерок, невелика.

Iнтегруванням сумiсної щiльностi по ”зайвiй” змiннiй можна знайти маргiнальнi
щiльностi розподiлу ваги карамельок:

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
∫︀ 1−𝑥

0
24𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 12𝑥(1− 𝑥)2, 𝑥 ∈ [0, 1];

0, 𝑥 ̸∈ [0, 1].

Маргiнальна щiльнiсть випадкової величини 𝜂 буде мати такий самий вигляд (iз замiною
𝑥 на 𝑦) в зв’язку з симетричнiстю сумiсної щiльностi та областi 𝐷.

Можемо тепер знайти, наприклад, ймовiрнiсть того, що карамельок в наборi буде
не менше половини:

P{𝜉 ≥ 1/2} =

∫︁ 1

1/2

12𝑥(1− 𝑥)2𝑑𝑥 =
3

16
.

Приклад 11.7

Нехай сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉, 𝜂 задана формулою:

𝑓(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝐶(𝑥𝑦2 + 𝑦𝑥2), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑦 ∈ [1, 2];

0, iнакше.

Знайдемо
а) константу 𝐶,
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б) ймовiрнiсть того, що точка (𝜉, 𝜂) потрапить у прямокутник 𝑥 ∈ [0, 1/2], 𝑦 ∈ [1, 3/2],

в) сумiсну функцiю розподiлу випадкових величин 𝜉, 𝜂.

Розв’язок. а) Для визначення константи 𝐶 скористаємось умовою нормування
щiльностi:

∫︁ 1

0

∫︁ 2

1

𝐶(𝑥𝑦2 + 𝑦𝑥2) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 𝐶

∫︁ 1

0

[︃
𝑥𝑦3

3

⃒⃒⃒⃒2
𝑦=1

+
𝑥2𝑦2

2

⃒⃒⃒⃒2
𝑦=1

]︃
𝑑𝑥 =

= 𝐶

[︃
7

3
· 𝑥

2

2

⃒⃒⃒⃒1
𝑥=0

+
3

2

𝑥3

3
·
⃒⃒⃒⃒1
𝑥=0

]︃
= 𝐶

5

3
= 1

Звiдси 𝐶 = 3/5.

б)

P{𝜉 ∈ [0, 1/2], 𝜂 ∈ [1, 3/2]} =

∫︁ 1/2

0

[︃∫︁ 3/2

1

3

5
(𝑥𝑦2 + 𝑦𝑥2)𝑑𝑦

]︃
𝑑𝑥 =

3

5

∫︁ 1/2

0

[︃
𝑥𝑦3

3

⃒⃒⃒⃒3/2
𝑦=1

+
𝑥2𝑦2

2

⃒⃒⃒⃒3/2
𝑦=1

]︃
𝑑𝑥 =

19

40
· 𝑥

2

2

⃒⃒⃒⃒1/2
𝑥=0

+
15

40
· 𝑥

3

3

⃒⃒⃒⃒1/2
𝑥=0

=
3

40
.

в) Визначимо значення функцiї розподiлу для значень (𝑥, 𝑦) всерединi прямоку-
тника 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑦 ∈ [1, 2] :

𝐹(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑥

0

[︂∫︁ 𝑦

1

3

5
(𝑢𝑣2 + 𝑣𝑢2)𝑑𝑣

]︂
𝑑𝑢 =

3

5

∫︁ 𝑥

0

[︂
𝑢𝑦3

3
− 𝑢

3
+
𝑢2𝑦2

2
− 𝑢2

2

]︂
𝑑𝑢 =

... =
1

10
(𝑥2 + 𝑥3)(𝑦2 − 1).

Для 𝑥 або 𝑦, якi набувають значень за межами прямокутника [0, 1] × [1, 2], ви-
рази для функцiї розподiлу будуть рiзними. Наприклад, нехай 𝑥 ∈ [0, 1], а 𝑦 > 2. Тодi,
оскiльки на цьому промiжку значення 𝑓𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) = 0, то для будь-якого 𝑦 > 2 значення
сумiсної функцiї розподiлу

𝐹(𝜉,𝜂)(𝑥, 𝑦) = P{𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 𝑦} = P{𝜉 ≤ 𝑥, 𝜂 ≤ 2} = 𝐹𝜉,𝜂)(𝑥, 2) =
3

10
(𝑥2 + 𝑥3).

Це є маргiнальною функцiєю розподiлу випадкової величини 𝜉.
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Приклад 11.8

Нехай сумiсна щiльнiсть 𝜉 та 𝜂 задана рiвнянням

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝐶𝑥𝑦2, якщо 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥+ 𝑦 ≤ 1;

0, iнакше.

Перевiримо, чи незалежнi випадковi величини 𝜉 та 𝜂. Для цього знайдемо маргiнальнi
щiльностi:

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
∫︀ 1−𝑥

0
𝐶𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 𝐶𝑥(1−𝑥)3

3
, якщо 0 ≤ 𝑥 ≤ 1;

0, 𝑥 < 0, 𝑥 > 1.

𝑓𝜂(𝑦) =

⎧⎨⎩
∫︀ 1−𝑦

0
𝐶𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 𝐶𝑦2(1−𝑦)2

2
, якщо 0 ≤ 𝑦 ≤ 1;

0, 𝑦 < 0, 𝑦 > 1.

Оскiльки сумiсна щiльнiсть не дорiвнює добутку магрiнальних щiльностей, випадковi
величини є залежними.

Приклад 11.9

Ганнуся уклала парi, що два днi пiдряд вона зможе з’їсти по Київському торту протягом
певного часу кожен. Частина торту, яку вона в станi з’їсти в перший день, є випадковою
величиною з щiльнiстю 𝑓1(𝑥) = 12𝑥2(1−𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]. Здатнiсть з’їсти торт в другий день
не залежить вiд того, скiльки вона з’їла в перший день, але дещо нижча: її щiльнiсть
𝑓2(𝑦) = 6𝑦(1 − 𝑦), 𝑦 ∈ [0, 1]. Якщо вона з’їсть менше, нiж 3/4 торта обидва рази, вона
програє парi. Яка ймовiрнiсть того, що вона виграє парi?

Розв’язок. Оскiльки випадковi величини, якi розглядаються, є незалежними, то
їхня сумiсна щiльнiсть дорiвнює добутку маргiнальних щiльностей:

𝑓1,2(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩72𝑥2(1− 𝑥)𝑦(1− 𝑦), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑦 ∈ [0, 1];

0, iнакше.

Шукана ймовiрнiсть

P{(𝜉1 ≥ 3/4) ∪ (𝜉2 ≥ 3/4)} = 1− P{𝜉1 ≤ 3/4, 𝜉2 ≤ 3/4},

ї ї можна знайти як iнтеграл вiд сумiсної щiльностi над зафарбованою областю, або,
простiше, – через протилежну подiю.

141



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

𝑦

𝑥0 10 3/4

1

3/4

{𝑥 ≤ 3/4, 𝑦 ≤ 3/4}

Отже, остаточно маємо

1−
∫︁ 3/4

0

∫︁ 3/4

0

72𝑥2(1− 𝑥)𝑦(1− 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 ≈ 1− 0.623 = 0.377.

Приклад 11.10

Гравець в дартс гарантовано влучає дротиком в мiшень у формi кола з радiусом
𝑅, але не точно: дротик може влучити в будь-яку область кола з ймовiрнiстю, пропор-
цiйнiй цiй областi. Розмiстимо центр кола в початку координат, випадкова величина 𝜉
– це абсциса точки влучення, 𝜂 – її ордината. Знайдемо
а) сумiсну щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂;
б) маргiнальну щiльнiсть 𝜉.

Розв’язок. а) Рiвняння кола, яке обмежує мiшень, може бути записане як 𝑥2 +

𝑦2 = 𝑅2. За умовою, точка влучення має рiвномiрний розподiл в колi, отже, сумiсна
щiльнiсть її координат є сталою в областi кола i може бути записана як

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩
1

𝜋𝑅2
, якщо 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2;

0, iнакше.

б) Очевидно, щiльнiсть 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) дорiвнює 0, якщо |𝑥| > 𝑅. Якщо ж |𝑥| < 𝑅,

то 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) дорiвнює 0, якщо 𝑥2 + 𝑦2 > 𝑅2, тобто якщо |𝑦| >
√
𝑅2 − 𝑥2, або 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦)

дорiвнює
1

𝜋𝑅2
, якщо |𝑦| ≤

√
𝑅2 − 𝑥2.

Враховуючи цi мiркування, можемо обчислити маргiнальну щiльнiсть 𝑓𝜉(𝑥) для
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значень |𝑥| ≤ 𝑅 :

𝑓𝜉(𝑥) =

∫︁ +
√
𝑅2−𝑥2

−
√
𝑅2−𝑥2

1

𝜋𝑅2
𝑑𝑦 =

2
√
𝑅2 − 𝑥2

𝜋𝑅2
.

Графiк цiєї функцiї щiльностi для значень 𝑅 = 1 та 𝑅 = 2 зображено на рисунку.

𝑥

𝑦

𝑅 = 1−1

2/𝜋

𝑥

𝑦

𝑅 = 2−2

1/𝜋

Приклад 11.11

Нехай 𝜉1 та 𝜉2 – випадковi величини, що мають показниковий розподiл з параме-

тром 𝜆. Знайти функцiю розподiлу випадкової величини 𝜂 =
𝜉1

𝜉1 + 𝜉2
.

Розв’язок. Оскiльки за умовою 𝜉1 та 𝜉2 – випадковi величини, що мають пока-
зниковий розподiл, то вони є додатними випадковими величинами, а отже з ймовiрнiстю
1 маємо

0 <
𝜉1

𝜉1 + 𝜉2
< 1.

Тому для значень 𝑥 ̸∈ [0, 1]

𝐹𝜂(𝑥) = P
{︂

𝜉1
𝜉1 + 𝜉2

≤ 𝑥

}︂
=

⎧⎨⎩1, 𝑥 > 1;

0, 𝑥 < 0.

Залишилось визначити значення цiєї ймовiрностi (функцiї розподiлу) для 𝑥 ∈
[0, 1]. Для таких значень аргументу

𝐹𝜂(𝑥) = P
{︂

𝜉1
𝜉1 + 𝜉2

≤ 𝑥

}︂
= P{(𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝐷𝑥},

де область 𝐷𝑥 визначена такими нерiвностями:

𝐷𝑥 =

{︂
(𝑢, 𝑣) :

𝑢

𝑢+ 𝑣
≤ 𝑥; 𝑢 > 0, 𝑣 > 0

}︂
=

{︂
(𝑢, 𝑣) : 𝑣 ≥ 𝑢(1− 𝑥)

𝑥
; 𝑢 > 0, 𝑣 > 0

}︂
.
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𝑣

𝑢

𝐷𝑥

𝑣
=
𝑢
1−
𝑥

𝑥

Функцiю розподiлу 𝜂 для 𝑥 ∈ [0, 1] тепер можемо знайти шляхом iнтегрування
щiльностi розподiлу вектора (𝜉1, 𝜉2) по областi 𝐷𝑥 :

𝐹𝜂(𝑥) = P
{︂

𝜉1
𝜉1 + 𝜉2

≤ 𝑥

}︂
=

∫︁∫︁
𝐷𝑥

𝑓𝜉1,𝜉2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

𝜆2
∫︁∫︁

𝐷𝑥

𝑒−𝜆𝑢−𝜆𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝜆2
∫︁ +∞

0

𝑑𝑢

∫︁ +∞

𝑢 1−𝑥
𝑥

𝑒−𝜆𝑢−𝜆𝑣𝑑𝑣 =

= 𝜆2
∫︁ +∞

0

𝑒−𝜆𝑢 𝑒
−𝜆𝑣

−𝜆

⃒⃒⃒⃒+∞

𝑣=𝑢 1−𝑥
𝑥

𝑑𝑢 = 𝜆

∫︁ +∞

0

𝑒−𝜆𝑢−𝜆𝑢 1−𝑥
𝑥 𝑑𝑢 = 𝜆

∫︁ +∞

0

𝑒−
𝜆𝑢
𝑥 𝑑𝑢 = 𝑥.

Таким чином, випадкова величина 𝜂 має рiвномiрний розподiл на iнтервалi [0, 1].

Вiдповiдь:𝐹𝜂(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 < 0;

𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1];

1, 𝑥 > 1.

Приклад 11.12

Розглянемо стохастичний експеримент, який полягає в пiдкиданнi двох симетри-
чних тетраедрiв з гранями, що пронумерованi цифрами вiд 1 до 4. Нехай випадкова
величина 𝜉 – це кiлькiсть очок, що випали на першому тетраедрi, 𝜂 – максимальне з
того, що випало на обох тетраедрах.
а) Записати сумiсний розподiл випадкових величин 𝜉 та 𝜂.
б) Знайти математичне сподiвання добутку 𝜉 та 𝜂.
в) Обчислити коефiцiєнт кореляцiї 𝜉 та 𝜂.
г) Записати умовний розподiл 𝜂 за умови, що 𝜉 = 2 та за умови, що 𝜉 = 3.

д) Знайти умовне математичне сподiвання 𝜂 за умови, що 𝜉 = 2.
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Розв’язок. а) Випишемо сумiсний розподiл цих випадкових величин:

𝑥∖𝑦 1 2 3 4 𝑝𝑖

1 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4
2 0 2/16 1/16 1/16 1/4
3 0 0 3/16 1/16 1/4
4 0 0 0 4/16 1/4
𝑞𝑗 1/16 3/16 5/16 7/16 1

б) Тепер можемо знайти математичне сподiвання добутку цих випадкових вели-
чин:

M(𝜉𝜂) =
4∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑖𝑗P {𝜉 = 𝑖, 𝜂 = 𝑗} = 1 · 1 1

16
+ 1 · 2 1

16
+ 1 · 3 1

16
+ 1 · 4 1

16
+

+ 2 · 2 2

16
+ 2 · 3 1

16
+ 2 · 4 1

16
+ 3 · 3 3

16
+ 3 · 4 1

16
+ 4 · 4 4

16
=

135

16
.

в) Знайдемо коефiцiєнт кореляцiї для випадкових величин 𝜉 та 𝜂. Очевидно, вiн
має бути додатним, оскiльки зi збiльшенням 𝜉 в.в. 𝜂 також буде збiльшуватись.

Ми обчислили M𝜉𝜂 = 135/16, з маргiнальних розподiлiв легко можна отримати
M𝜉 = 5/2, M𝜂 = 50/16, D𝜉 = 5/4 та D𝜂 = 55/64. (Перевiрте!) Таким чином,

cov(𝜉, 𝜂) =
135

16
− 5

2
· 50
16

=
5

8
,

𝜌(𝜉, 𝜂) =
5/8√︀

5/4
√︀

55/64
=

2√
11
.

г) Тепер випишемо умовний розподiл 𝜂 за умови, що 𝜉 = 2.

P {𝜂 = 2|𝜉 = 2} =
P {𝜉 = 2, 𝜂 = 2}

P {𝜉 = 2} =
2/16

4/16
=

1

2
;

P {𝜂 = 3|𝜉 = 2} =
P {𝜉 = 2, 𝜂 = 3}

P {𝜉 = 2} =
1/16

4/16
=

1

4
;

P {𝜂 = 4|𝜉 = 2} =
P {𝜉 = 2, 𝜂 = 4}

P {𝜉 = 2} =
1/16

4/16
=

1

4
.

Аналогiчно, умовний розподiл 𝜂 за умови, що 𝜉 = 3 :

P {𝜂 = 𝑦|𝜉 = 3} =

{︃
3/4, якщо 𝑦 = 3;

1/4, якщо 𝑦 = 4.

д) Маючи умовний розподiл, можемо обчислити умовне математичне сподiвання:

M(𝜂|𝜉 = 2) =
4∑︁

𝑖=2

𝑖 · P𝜂|𝜉(𝜂 = 𝑖|𝜉 = 2) = 2 · 1
2
+ 3 · 1

4
+ 4 · 1

4
=

11

4
.
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Приклад 11.13

Зi звичайної колоди з 52 карт виймають без повернення 12 карт. Нехай 𝜉1 – кiль-
кiсть отриманих при цьому тузiв, 𝜉2 – кiлькiсть двiйок, 𝜉3 – кiлькiсть трiйок, 𝜉4 – кiль-
кiсть четвiрок. Записати приклад умовного розподiлу для цього експерименту.

Розв’язок. Сумiсний розподiл цих випадкових величин задається формулою

P {𝜉1 = 𝑥1, 𝜉2 = 𝑥2, 𝜉3 = 𝑥3, 𝜉4 = 𝑥4} =
𝐶𝑥1

4 𝐶
𝑥2
4 𝐶

𝑥3
4 𝐶

𝑥4
4 𝐶

12−𝑥1−𝑥2−𝑥3−𝑥4
36

𝐶12
52

,

𝑥𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, за обмеження
∑︀

𝑖 𝑥𝑖 ≤ 12.

Можна виписати досить багато варiантiв умовних розподiлiв для цiєї моделi. На-
приклад:

P {𝜉2 = 𝑥2, 𝜉4 = 𝑥4|𝜉1 = 𝑥1, 𝜉3 = 𝑥3} =
𝐶𝑥1

4 𝐶
𝑥2
4 𝐶

𝑥3
4 𝐶

𝑥4
4 𝐶

12−𝑥1−𝑥2−𝑥3−𝑥4
36 /𝐶12

52

𝐶𝑥1
4 𝐶

𝑥3
4 𝐶

12−𝑥1−𝑥3
44 /𝐶12

52

,

зокрема

P {𝜉2 = 𝑥2, 𝜉4 = 𝑥4|𝜉1 = 2, 𝜉3 = 1} =
𝐶𝑥2

4 𝐶
𝑥4
4 𝐶

9−𝑥2−𝑥4
36

𝐶9
44

.

Приклад 11.14

Точка 𝜉 обрана навмання на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], а потiм точка 𝜂 обрана навмання з
промiжку [𝜉, 𝑏]. Знайти розподiл випадкової величини 𝜂.

Розв’язок. Оскiльки

𝑓𝜉(𝑥) =

{︃
1

𝑏−𝑎
, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];

0, 𝑥 /∈ [𝑎, 𝑏],

та

𝑓𝜂|𝜉(𝑦|𝜉 = 𝑥) =

{︃
1

𝑏−𝑥
, 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑏];

0, 𝑦 /∈ [𝑥, 𝑏],

то маємо

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝜉(𝑥)𝑓𝜂|𝜉(𝑦|𝜉 = 𝑥) =

{︃
1

𝑏−𝑎
· 1
𝑏−𝑥

, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏;

0, iнакше.
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Отже, для 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] маємо:

𝑓𝜂(𝑦) =

∫︁ 𝑦

𝑎

1

𝑏− 𝑎
· 1

𝑏− 𝑥
𝑑𝑥 =

1

𝑏− 𝑎
ln
𝑏− 𝑎

𝑏− 𝑦
.

Бачимо, що значення, ближчi до 𝑏 бiльш ймовiрнi, нiж тi, що ближчi до 𝑎.

Приклад 11.15

Нехай сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 задана таким чином:

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑥+ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1];

0 iнакше.

а) Знайти математичне сподiвання добутку 𝜉 та 𝜂.
б) Обчислити коефiцiєнт кореляцiї 𝜉 та 𝜂.
в) Умовну щiльнiсть та умовну функцiю розподiлу випадкової величини 𝜂|𝜉 г) Знайти
умовне математичне сподiвання 𝜂 за умови, що 𝜉 = 𝑥.

Розв’язок. а) За визначенням маємо

M(𝜉𝜂) =

∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

𝑥𝑦(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
1

3
,

б) Неважко показати, що M𝜉 = M𝜂 = 7/12, M𝜉2 = M𝜂2 = 5/12, D𝜉 = D𝜂 =

11/144. (Перевiрте!)

За визначенням маємо

𝜌(𝜉, 𝜂) =
1/3− 49/144

11/144
= − 1

11
.

В даному випадку маємо вiд’ємний коефiцiєнт кореляцiї.

в) Знайдемо спочатку маргiнальну функцiю щiльностi випадкової величини 𝜉,

iнтегруючи сумiсну щiльнiсть по змiннiй 𝑦 :

𝑓𝜉(𝑥) =

∫︁ 1

0

(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑥+ 1/2, 𝑥 ∈ [0, 1].

Тепер можемо знайти умовну щiльнiсть та умовну функцiю розподiлу випадкової
величини 𝜂 :

𝑓𝜂|𝜉(𝑦|𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑥+ 𝑦

𝑥+ 1/2
, 𝑦 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ [0, 1];

0, iнакше,
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𝐹𝜂|𝜉(𝑦|𝑥) =
∫︁ 𝑦

−∞
𝑓𝜂|𝜉(𝑢|𝑥)𝑑𝑢 =

∫︁ 𝑦

0

𝑥+ 𝑢

𝑥+ 1/2
𝑑𝑢 =

=
1

𝑥+ 1/2

∫︁ 𝑦

0

(𝑥+ 𝑢)𝑑𝑢 =
𝑥𝑦 + 𝑦2/2

𝑥+ 1/2
, 𝑦 ∈ [0, 1].

Зауважимо, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂 не є незалежними вже тому, що умовна
щiльнiсть залежить вiд 𝑥, а отже не може бути функцiєю 𝑓𝜂(𝑦).

г) Умовне математичне сподiвання

M(𝜂|𝜉 = 𝑥) =

∫︁ 1

0

𝑦 𝑓𝜂|𝜉(𝑦|𝑥) 𝑑𝑦 =

∫︁ 1

0

𝑦
𝑥+ 𝑦

𝑥+ 1/2
𝑑𝑦 =

1

𝑥+ 1/2

(︂
𝑥

2
+

1

3

)︂
, для 𝑥 ∈ [0, 1].

Приклад 11.16 (залежних випадкових величин з нульовим коефiцiєнтом кореляцiї)

Нехай 𝜉 та 𝜂 – координати точки, кинутої навмання в колi радiуса 𝑅. Покажемо,
що цi випадковi величини залежнi, але некорельованi.

Дiйсно, маємо рiвномiрний двомiрний розподiл точки всерединi кола, отже сумi-
сна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 не рiвна нулевi лише в колi 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2 та
набуває сталих значень, рiвних 1/𝜋𝑅2 всерединi цього кола:

𝑓𝜉𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
1/𝜋𝑅2, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑅2;

0, 𝑥2 + 𝑦2 > 𝑅2.

Знайдемо маргiнальнi щiльностi координат, проiнтегрувавши сумiсну щiльнiсть
по ”зайвiй” змiннiй:

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩
∫︀

𝑥2+𝑦2≤𝑅2

1
𝜋𝑅2𝑑𝑦, |𝑥| ≤ 𝑅;

0, |𝑥| > 𝑅;
=

{︃
2
√
𝑅2−𝑥2

𝜋𝑅2 , |𝑥| ≤ 𝑅;

0, |𝑥| > 𝑅;

𝑓𝜂(𝑦) =

{︃
2
√

𝑅2−𝑦2

𝜋𝑅2 , |𝑦| ≤ 𝑅;

0, |𝑦| > 𝑅;

Для точок, що належать кругу, маємо:

𝑓𝜉(𝑥) · 𝑓𝜂(𝑦) =
4
√︀

(𝑅2 − 𝑥2)(𝑅2 − 𝑦2)

𝜋2𝑅4
,
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що, очевидно, не збiгається зi значенням сумiсної щiльностi 𝑓𝜉𝜂(𝑥, 𝑦) = 1/𝜋𝑅2 в цiй
областi. Таким чином, випадковi величини 𝜉 та 𝜂 залежнi.

Покажемо, що вони некорельованi. Величини 𝜉 та 𝜂 – симетричнi вiдносно нуля,
отже M𝜉 = M𝜂 = 0. Змiшаний момент знаходимо за визначенням:

M(𝜉𝜂) =
1

𝜋𝑅2

𝑅∫︁
−𝑅

𝑥𝑑𝑥

√
𝑅2−𝑥2∫︁

−
√
𝑅2−𝑥2

𝑦𝑑𝑦 = 0

Отже, координати точки, рiвномiрно розподiленої всерединi кола, є залежними, проте
некорельованими.

Приклад 11.17

Точка навмання кидається в трикутник з вершинами в точках (2,0), (0,0), та (0,1),
її координати – 𝜉 та 𝜂. Знайти коварiацiю мiж цими величинами.

Розв’язок.
𝑦

𝑥0 2

1 𝑦 = 1− 𝑥
2

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
1
𝑆Δ
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆Δ;

0, (𝑥, 𝑦) /∈ 𝑆Δ;
=

{︃
1, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆Δ;

0, (𝑥, 𝑦) /∈ 𝑆Δ.

Зауваживши, що гiпотенуза трикутника йде по прямiй 𝑦 = 1−𝑥/2, або 𝑥 = 2−2𝑦,

легко знайти маргiнальнi щiльностi координат, проiнтегрувавши сумiсну щiльнiсть по
”зайвiй” змiннiй.

𝑓𝜉(𝑥) =

{︃ ∫︀ 1−𝑥/2

0
𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [0, 2];

0, 𝑥 /∈ [0, 2];
=

{︃
1− 𝑥/2, 𝑥 ∈ [0, 2];

0, 𝑥 /∈ [0, 2].

𝑓𝜂(𝑦) =

{︃ ∫︀ 2−2𝑦

0
𝑑𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1];

0, 𝑦 /∈ [0, 1];
=

{︃
2− 2𝑦, 𝑦 ∈ [0, 1];

0, 𝑦 /∈ [0, 1].
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Нам потрiбнi ще математичнi сподiвання окремих координат та їхнiй добутку:

M𝜉 =

∫︁ 2

0

𝑥
(︁
1− 𝑥

2

)︁
𝑑𝑥 =

2

3

M𝜂 =

∫︁ 1

0

𝑦 (2− 2𝑦) 𝑑𝑦 =
1

3

M(𝜉𝜂) =

∫︁∫︁
Δ

𝑥𝑦𝑓𝜉𝜂(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁ 2

0

𝑑𝑥

∫︁ 1−𝑥/2

0

𝑥𝑦𝑑𝑦 =
1

6
.

Вiдповiдно, коварiацiя дорiвнює

cov(𝜉, 𝜂) = M(𝜉𝜂)−M𝜉M𝜂 =
1

6
− 2

3
· 1
3
= − 1

18
.

Отже, координати є вiд’ємно корельованими величинами. ”На пальцях” це мо-
жна пояснити таким чином: чим бiльша 𝜉, тим менше у 𝜂 можливостi бути великою (в
середньому ордината буде меншою зi збiльшенням абсциси).

Приклад 11.18

На колi навмання обрано три точки. Яка ймовiрнiсть того, що всi три точки
потраплять в пiвколо?

Розв’язок. Вибiр точок ”навмання” має на увазi, що кожна точок з однаковою
ймовiрнiстю може потрапити в будь-яку точку кола, тобто є рiвномiрно розподiленою на
колi. Зафiксуємо положення першої точки, наприклад, таким чином, щоб вона лежала
на позитивнiй пiвосi 𝑂𝑦, вважаючи, що центр кола збiгається з початком координат.
Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка характеризує положення другої точки, а подiя 𝐴

означає, що всi три точки потрапили в одне пiвколо. 𝜉 має рiвномiрний розподiл на
iнтервалi (0, 2𝜋). Скористаємось узагальненим варiантом формули повної ймовiрностi:

P {𝐴} =

∫︁ ∞

−∞
P {𝐴|𝜉 = 𝑥} 𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥.

Зауважимо, що для 0 < 𝑥 < 𝜋 P {𝐴|𝜉 = 𝑥} = (2𝜋−𝑥)/2𝜋, оскiльки, якщо положе-
ння другої точки фiксоване i рiвне 𝑥, подiя 𝐴 матиме мiсце, якщо третя точка потрапить
в область мiж 𝑥− 𝜋 та 𝜋.

Аналогiчно, P {𝐴|𝜉 = 𝑥} = (𝑥− 𝜋 + 𝜋)/2𝜋 = 𝑥/2𝜋 для 𝑥 ∈ [𝜋, 2𝜋).
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𝜉

𝜉 − 𝜋

𝜋

0 𝜉 ∈ [0, 𝜋]

𝜉

𝜉 − 𝜋

𝜋

0 𝜉 ∈ [𝜋, 2𝜋]

Звiдси маємо

P {𝐴} =

∫︁ 2𝜋

0

P {𝐴|𝜉 = 𝑥} 1

2𝜋
𝑑𝑥 =

1

2𝜋

(︂∫︁ 𝜋

0

2𝜋 − 𝑥

2𝜋
𝑑𝑥+

∫︁ 2𝜋

𝜋

𝑥

2𝜋
𝑑𝑥

)︂
=

3

4
.

Вiдповiдь: 3/4

Зауважимо, що цю задачу можна розв’язати в термiнах геометричного визначе-
ння ймовiрностi, зокрема через ймовiрнiсть протилежної подiї (див. приклад гл. 5).

Приклад 11.19

Нехай випадкова величина 𝜂 – це дiаметр болта, а випадкова величина 𝜉 – вну-
трiшнiй дiаметр гайки, куди повинен входити болт. Болт повинен мати дiаметр 99.5
одиниць, а внутрiшнiй дiаметр гайки – 100 одиниць. Нехай процес виробництва цих
деталей не бездоганний, i внаслiдок цього фактично в.в. 𝜂 рiвномiрно розподiлена на
iнтервалi (98.5, 100.5), а 𝜉 рiвномiрно розподiлена на iнтервалi (99, 101). Яка ймовiр-
нiсть того, що окремо взятий болт пiдiйде до випадково обраної гайки, якщо ”пiдiйде”
означає, що 𝜉 − ℎ < 𝜂 < 𝜉 для деякої сталої ℎ > 0?

Розв’язок. Припустимо, що 𝜉 та 𝜂 є незалежними випадковими величинами. Тодi

P {𝜉 − ℎ < 𝜂 < 𝜉} =

∫︁ +∞

−∞
P {𝜉 − ℎ < 𝜂 < 𝜉|𝜉 = 𝑥} 𝑓𝜉(𝑥)𝑑𝑥 =

=

∫︁ 101

99

P {𝜉 − ℎ < 𝜂 < 𝜉|𝜉 = 𝑥} 1

2
𝑑𝑥.
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Тут

P {𝜉 − ℎ < 𝜂 < 𝜉|𝜉 = 𝑥} = 𝐹𝜂(𝜉|𝜉 = 𝑥)− 𝐹𝜂(𝜉 − ℎ|𝜉 = 𝑥) = 𝐹𝜂(𝑥)− 𝐹𝜂(𝑥− ℎ),

𝐹𝜂(𝑥) – функцiя розподiлу рiвномiрного закону 𝑈 [98.5; 100.5].

Нехай для визначеностi ℎ = 1. Тодi

P {𝜉 − 1 < 𝜂 < 𝜉|𝜉 = 𝑥} =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥−98.5

2
, якщо 𝑥 ∈ (99, 99.5];

1/2, якщо 𝑥 ∈ (99.5, 100.5];
100.5−(𝑥−1)

2
, якщо 𝑥 ∈ (100.5, 101].

Звiдси маємо

P {𝜉 − 1 < 𝜂 < 𝜉} =

∫︁ 101

99

P {𝜉 − 1 < 𝜂 < 𝜉|𝜉 = 𝑥} 1

2
𝑑𝑥 =

=

∫︁ 99.5

99

𝑥− 98.5

2
· 1
2
𝑑𝑥+

∫︁ 100.5

99.5

1

2
· 1
2
𝑑𝑥+

∫︁ 101

100.5

100.5− (𝑥− 1)

2
· 1
2
𝑑𝑥 =

7

16
.

Вiдповiдь:
7

16

Задача 11.1. Знайти щiльнiсть розподiлу суми 𝜉+𝜂, якщо 𝜉 i 𝜂 незалежнi, 𝜉 має рiвномiрний
розподiл у промiжку [𝑎, 𝑏], а 𝜂 – рiвномiрний розподiл у промiжку [𝑐, 𝑑]. Зобразити графiк
знайденої щiльностi у випадках:
а) 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0, 𝑑 = 2; б) 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0, 𝑑 = 1;
в) 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 1, 𝑑 = 2; г) 𝑎 = 0, 𝑏 = 2, 𝑐 = 0, 𝑑 = 3.

Задача 11.2. Знайти щiльнiсть розподiлу суми 𝜉+𝜂, якщо 𝜉 i 𝜂 незалежнi, 𝜉 має рiвномiрний
розподiл у промiжку [–1, 1], а 𝜂 – показниковий розподiл з параметром l. Навести графiк
знайденої щiльностi при 𝜆 = 2.

Задача 11.3. Випадковi величини 𝜉1, 𝜉2 – незалежнi i мають геометричний розподiл з одна-
ковими параметрами: P {𝜉𝑖 = 𝑘} = 𝑞𝑘𝑝, 𝑘 = 0.1, . . . Нехай 𝜂 = max {𝜉1, 𝜉2}. Знайти розподiл 𝜂
i сумiсний розподiл 𝜂 та 𝜉1.

Задача 11.4. Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора (𝜉, 𝜂) дорiвнює

𝑝(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑥+ 𝑦, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

0 в iншому випадку.

а) Знайти щiльнiсть кожної компоненти i довести, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂 залежнi.
б) Знайти щiльнiсть та функцiю розподiлу суми 𝜉 + 𝜂, побудувати їхнi графiки.
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в) Знайти M (𝜉 + 𝜂) трьома способами: 1) використати щiльнiсть 𝑝(𝑥, 𝑦); 2) використати лi-
нiйнiсть математичного сподiвання та знайденi щiльностi випадкових величин 𝜉, 𝜂; 3) вико-
ристати знайдену щiльнiсть суми 𝜉 + 𝜂.

Задача 11.5. Випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежнi та мають щiльностi

𝑓𝜉(𝑥) =

(︂
𝑥+

1

2

)︂
· 𝐼𝑥∈[0,1], 𝑓𝜂(𝑦) =

(︂
𝑦 +

1

2

)︂
· 𝐼𝑦∈[0,1],

де

𝐼𝑥∈𝐴 =

{︃
1, 𝑥 ∈ 𝐴,

0, 𝑥 /∈ 𝐴.

Знайти щiльнiсть суми 𝜉 + 𝜂 та побудувати її графiк. Знайти також M (𝜉 + 𝜂).

Задача 11.6. Нехай 𝜉1 та 𝜉2 – незалежнi нормально розподiленi 𝑁(0.1) випадковi величини.
Обчислити P

{︀
𝜉1

2 + 𝜉2
2 ≤ 𝑅2

}︀
.

Задача 11.7. Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора (𝜉, 𝜂) дорiвнює

𝑝(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝜆2𝑒−𝜆𝑥, 0 < 𝑦 < 𝑥,

0 в iнших випадках.

Довести, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂 залежнi. Знайти щiльнiсть та функцiю розподiлу суми
𝜉 + 𝜂 та побудувати їхнi графiки при 𝜆 = 2.

Задача 11.8. Випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежнi та мають щiльностi

𝑓𝜉(𝑥) = 𝑥𝜆2𝑒−𝜆𝑥𝐼𝑥>0, 𝑓𝜂(𝑦) = 𝜆𝑒−𝜆𝑦𝐼𝑦>0.

Знайти щiльнiсть суми 𝜉 + 𝜂 та побудувати її графiк.

Задача 11.9. Бiгуни A та B стартували одночасно i фiнiшують у моменти часу 𝜉 та 𝜂, якi
є незалежними, однаково розподiленими за показниковим законом з параметром 𝜆 випадко-
вими величинами. Знайти ймовiрнiсть того, що час переможця перевищує той запас часу, на
який вiн випередив супротивника.

Задача 11.10. Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора (𝜉, 𝜂) дорiвнює

𝑝(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩8𝑥𝑦(1− 𝑥2), 0 < 𝑥 < 1,

0 в iнших випадках.

Довести, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежнi. Знайти щiльнiсть та функцiю розподiлу
добутку 𝜉𝜂, побудувати їхнi графiки.

Задача 11.11. Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора (𝜉, 𝜂) дорiвнює

𝑝(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝑥𝑒−𝑥(1+𝑦), 𝑥 > 0,

0 в iнших випадках.
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Довести, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂 залежнi. Знайти розподiл добутку 𝜉𝜂.

Задача 11.12. Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора (𝜉, 𝜂) має вид

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩[(1 + 𝑎𝑥)(1 + 𝑎𝑦)− 𝑎]𝑒−𝑥−𝑦−𝑎𝑥𝑦, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0,

0 в iнших випадках.

Знайти функцiю розподiлу (𝜉, 𝜂) i щiльностi 𝜉, 𝜂.

Задача 11.13. Щiльнiсть розподiлу випадкового вектора (𝜉, 𝜂) дорiвнює

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩24𝑥2𝑦(1− 𝑥), 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1,

0 в iнших випадках.

Знайти щiльностi розподiлу 𝜉 i 𝜂. Довести, що 𝜉 i 𝜂 – незалежнi.

Задача 11.14. Страхова компанiя вивчає страховi випадки, спричиненi торнадо, за угодами
страхування ферм. Нехай 𝑋– частина збиткiв, що пов’язана з пошкодженням будинку, а 𝑌 –
частина збиткiв, що пов’язана з пошкодженням iншого майна. Сумiсний розподiл випадкових
величин 𝑋 та 𝑌 має щiльнiсть

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩6(1− (𝑥+ 𝑦)), 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑥+ 𝑦 < 1,

0 в iнших випадках.

Визначити ймовiрнiсть того, що збитки, спричиненi будинку, складатимуть менше 20 % вiд
загальних збиткiв.

Задача 11.15. На iнтервалi (0, 1) зафiксовано точку 𝑎. Випадкова величина 𝜉 рiвномiрно
розподiлена у вiдрiзку [0.1]. Нехай 𝜂 – вiдстань вiд точки 𝜉 до 𝑎. Знайти cov (𝜉, 𝜂).

Задача 11.16. Випадкова величина 𝜉 має показниковий розподiл з параметром 𝜆, 𝜂 = 𝑎𝜉+𝑏.
Знайти коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝜉 i 𝜂.

Задача 11.17. Випадковi величини 𝜉1 i 𝜉2 незалежнi i мають нормальний розподiл з пара-
метрами (𝑎1, 𝜎

2
1) i (𝑎2, 𝜎2

2) вiдповiдно. Знайти коварiацiю випадкових величин 𝜂1 = 𝑎𝜉1 − 𝑏𝜉2 i
𝜂2 = 𝑎𝜉1 + 𝑏𝜉2.

Задача 11.18. Знайти коварiацiю мiж компонентами випадкового вектора (𝜉, 𝜂), щiльнiсть
розподiлу якого є

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩1
2
, |𝑥|+ |𝑦| ≤ 1,

0 в iнших випадках.

та знайти дисперсiї компонент випадкового вектора (𝜉, 𝜂).

Задача 11.19. Випадковий вектор (𝜉, 𝜂) має рiвномiрний розподiл в областi, яка обмежена
трикутником з вершинами у точках (0.0), (1.0), (0.1). Знайти cov (𝜉, 𝜂).
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Задача 11.20. Частковий випадок стiйкостi гауссiвського розподiлу Нехай незалежнi
випадковi величини 𝜂 та 𝜉 мають стандартний нормальний розподiл. Довести за теоремою
згортки, що їхня сума має нормальний розподiл з параметрами 0 та 2.

Задача 11.21. Виразити для двовимiрного випадкового вектора (𝜉1, 𝜉2) ймовiрнiсть потра-
пити у прямокутник [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2, 𝑏2] через його сумiсну функцiю розподiлу.

Задача 11.22. Нехай 𝜉 та 𝜂 – незалежнi випадковi величини, причому дисперсiя 𝜉 вiдмiнна
вiд нуля. Довести, що 𝜉 та 𝜉 + 𝜂 залежнi.

Задача 11.23. (Продовження попередньої задачi) Нехай 𝜉 та 𝜂 будуть не тiльки незалежни-
ми, але й однаково розподiленими випадковими величинами iз ненульовими дисперсiями.
Знайти коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝜉 та 𝜉 + 𝜂.

Задача 11.24. Нехай випадкова величина 𝜙 має рiвномiрний розподiл в [0, 2𝜋], 𝜉 = cos𝜙,
𝜂 = sin𝜙. Довести, що 𝜉 та 𝜂 залежнi, але некорельованi.

Задача 11.25.* Кажуть, що випадкова величина 𝜉 має гамма-розподiл Γ𝑎,𝜆 з параметрами
𝑎 > 0, 𝜆 > 0, якщо вона має щiльнiсть розподiлу

𝑓𝜉(𝑥) =

⎧⎨⎩0, 𝑥 ≤ 0,

𝑐 · 𝑥𝜆−1𝑒−𝑎𝑥 𝑥 < 0.

де 𝑐 =
𝑎𝜆

Γ(𝜆)
, Γ(𝜆) =

∞∫︀
0

𝑥𝜆−1𝑒−1𝑑𝑥. Нехай незалежнi випадковi величини 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 мають роз-

подiл Γ𝑎,1. Довести, що тодi 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑛 має розподiл Γ𝑎,𝑛.

Задача 11.26.* Довести стiйкiсть таких розподiлiв: бiномiального, пуассонiвського, Кошi,
гауссiвського та гамма-розподiлу (стiйкiсть розподiлу – це коли сума незалежних випад-
кових величин iз розподiлами цього типу є випадковою величиною цього ж типу).

Задача 11.27.* Нехай 𝜉0, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 – незалежнi випадковi величини, якi мають рiвномiрний
розподiл у вiдрiзку [0, 1]. Треба знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини

𝜂𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=0

𝜉𝑘

та її математичне сподiвання.

Задача 11.28. (Продовження попередньої задачi) Нехай 𝜉0, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 – незалежнi випадковi
величини, якi мають рiвномiрний розподiл у вiдрiзку [0, 1]. Треба знайти розподiл випадкової
величини

𝜂 = min

{︃
𝑛 :

𝑛∏︁
𝑘=0

𝜉𝑘 < 𝑒−𝜆

}︃
, 𝜆 > 0.

Задача 11.29. Випадковi величини 𝜉0, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 незалежнi i мають однаковий показниковий
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розподiл з параметром 𝜆 > 0. Довести, що випадковi величини

max {𝜉1, . . . , 𝜉𝑛} i
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘
𝑘

однаково розподiленi.

Задача 11.30. Знайти ймовiрнiсть того, що рiвняння

𝑥2 − 2𝑎𝑥+ 𝑏 = 0

має комплекснi коренi, якщо коефiцiєнти 𝑎 i 𝑏 є незалежними однаково розподiленими випад-
ковими величинами, якi:
а) мають рiвномiрний розподiл у вiдрiзку [0.1];
б) мають показниковий розподiл з параметром 𝜆 > 0.

Задача 11.31. Нехай 𝜉 i 𝜂 незалежнi випадковi величини, причому 𝜉 має рiвномiрний роз-
подiл у промiжку [0.1], а 𝜂 має пуассонiвський розподiл з параметром 𝜆 > 0. Треба знайти
щiльнiсть розподiлу 𝜉 + 𝜂. Побудувати графiк знайденої щiльностi при 𝜆 = 3.

Задача 11.32. Незалежнi величини 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 додатнi i мають однаковий невироджений

розподiл. Нехай 𝜂𝑘 =
𝜉𝑘

𝜉1 + ...+ 𝜉𝑛
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛). Треба знайти:

а) математичне сподiвання 𝜂𝑘; б) коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝜂𝑘 i 𝜂𝑚;
в) коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝜂1 + ...+ 𝜂𝑘 i 𝜂1 + ...+ 𝜂𝑚.

Задача 11.33. Випадковi величини 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛 незалежнi i рiвномiрно розподiленi у вiдрiзку
[0, 1]. Треба знайти P {𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛 ≤ 𝑥} для 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Задача 11.34. Нехай 𝜉1, 𝜉2, . . . – послiдовнiсть незалежних, рiвномiрно розподiлених у про-
мiжку [0.1] випадкових величин. Нехай 𝜂 – випадкова величина, яка дорiвнює тому значенню
𝑘, при якому вперше сума 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑘 буде перевищувати рiвень 1. Треба знайти M𝜂.

Задача 11.35. Випадковий вектор 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2) має рiвномiрний розподiл у трикутнику з
вершинами в точках (1, 0), (0, -1), (-1, 0). Знайти:
а) розподiл (𝜉1 + 𝜉2) /2, б) коефiцiєнт кореляцiї 𝜌 (𝜉1, 𝜉2).

Задача 11.36. ”Задача про зустрiч” – узагальнення. 𝑁 осiб домовились про зустрiч.
Кожен з них приходить на мiсце зустрiчi у випадковий момент з промiжку [𝑡, 𝑡+ 𝑇 ] i чекає
не бiльше часу 𝑎 (𝑎 < 𝑇 ). Яка ймовiрнiсть того, що всi 𝑁 осiб зустрiнуться, якщо моменти
їхнього приходу на мiсце зустрiчi незалежнi i рiвномiрно розподiленi в [𝑡, 𝑡+ 𝑇 ]?

Задача 11.37. Нехай 𝜉 та 𝜂 – випадковi величини з сумiсним розподiлом, заданим таблицею:

𝜉∖𝜂 2 3 4
0 1/32 0 𝑏

1 0 5/32 8/32
2 𝑎 0 2/32
3 3/32 6/32 0
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Знайти
а) ймовiрностi 𝑎 та 𝑏, якщо вiдомо, що P{𝜉 = 𝜂} = 1/4;
б) P{𝜉𝜂 = 0};
в) M(𝜉𝜂);

г) якщо 𝐹𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) – функцiя розподiлу 𝜉 та 𝜂, знайти 𝐹𝜉,𝜂(−1, 3), 𝐹𝜉,𝜂(1.5, 2.5), 𝐹𝜉,𝜂(6, 3).

Задача 11.38. Двiчi пiдкидається симетричний гральний кубик. Нехай випадкова величина
𝜉 – сума очок на двох кубиках, 𝜂 – максимум з того, що випало на двох кубиках. Знайти
а) сумiсний розподiл 𝜉, 𝜂;
б) ймовiрностi P{𝜉 ≤ 7, 𝜂 ≤ 4}; P{𝜉 = 8, 𝜂 ≤ 2}; P{3 ≤ 𝜉 ≤ 8, 1 ≤ 𝜂 ≤ 5};
в) P{𝜂 = 3|𝜉 = 6}; P{𝜂 ≤ 4|𝜉 = 6}; P{4 ≤ 𝜂 ≤ 6|𝜉 ≥ 10}.

Задача 11.39. Обчислити M(𝜉+𝜂) та M(𝜉𝜂) для випадкових величин з сумiсним розподiлом,
заданим таблицею

𝜉∖𝜂 0 1 2
0 0 1/4 0
1 1/4 0 1/4
2 0 1/4 0

Задача 11.40. Для випадкових величин з сумiсним розподiлом, заданим таблицею

𝜂∖𝜉 0 1 2
-1 1/6 1/6 1/6
1 0 1/2 0

а) знайти M(𝜉𝜂);
б) чи є випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежними? некорельованими?
в) обчислити D(𝜉 + 𝜂) та D(𝜉 − 𝜂).

Задача 11.41. Невелике виробництво робить вази ручної роботи у формi цилiндра висотою
ℎ та радiусом 𝑟 см, причому ℎ та 𝑟 є незалежними випадковими величинами, що мають рiв-
номiрний розподiл на iнтервалах [9, 11] та [28, 32] вiдповiдно. Об’єм вази також є випадковою
величиною. Знайти математичне сподiвання об’єму вази.

Задача 11.42. З колоди, що мiстить 36 карт, обрано навмання 2 карти. Нехай в.в. 𝜉 –
це кiлькiсть тузiв, 𝜂 – кiлькiсть карт чирвової мастi. Знайти сумiсний розподiл випадкових
величин (𝜉, 𝜂) та маргiнальнi розподiли в.в. 𝜉 та 𝜂. Чи є 𝜉 та 𝜂 незалежними випадковими
величинами?

Задача 11.43. В урнi 5 кульок, з яких 2 червоних та 3 зеленi. Без повернення навмання
витягують 3 кулi. Нехай 𝜉 – кiлькiсть червоних, 𝜂 – кiлькiсть зелених витягнутих куль. Знайти
а) сумiсний розподiл випадкових величин (𝜉, 𝜂);
б) маргiнальнi розподiли в.в. 𝜉 та 𝜂;
в) чи залежнi в.в. 𝜉 та 𝜂?
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г) сумiсний розподiл випадкових величин (𝜉, 𝜂 − 𝜉).

Задача 11.44. Нехай 𝜉 та 𝜂 – час роботи до вiдмови двох частин механiзму. Їхня сумiсна
щiльнiсть

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝑥𝑒−𝑥(1+𝑦), 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0;

0, iнакше.

Знайти:
а) P {𝜉 > 5} ; б) P {max(𝜉, 𝜂) > 2} ;
в) чи є 𝜉 та 𝜂 незалежними випадковими величинами?

Задача 11.45. Вiддiлення банку має працiвника (першого), що працює з пересiчними клi-
єнтами, та працiвника (другого) для обслуговування VIP-клiєнтiв. Нехай 𝜉 та 𝜂 – долi часу
(робочого дня), коли обидва працiвника зайнятi. Сумiсна щiльнiсть цих випадкових величин
дорiвнює

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝐶(2𝑥2 + 𝑦2), 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑦 ∈ [0, 1];

0, iнакше.

Знайти:
а) сталу 𝐶; б) маргiнальнi щiльностi 𝜉 та 𝜂;
в) ймовiрнiсть того, що другий працiвник буде зайнятий бiльше, нiж 80 % часу, а перший
буде зайнятий менше 20 % часу.

Задача 11.46. Фразу ”палку навмання розламали на три частини” можна розумiти по-
рiзному. Нехай маємо палку довжиною 1 (вiдрiзок [0, 1]) i нехай випадковi величини 0 < 𝜉 <

𝜂 < 1 – це точки зламiв. Можливi, наприклад, такi варiанти процедури подiлу:
1) Точка з координатами (𝜁1, 𝜁2) навмання обирається в одиничному квадратi, i в якостi точок
подiлу беруться 𝜉 = min(𝜁1, 𝜁2), 𝜂 = max(𝜁1, 𝜁2).

2) Точка 𝜁1 обирається навмання з вiдрiзку [0, 1]; якщо 𝜁1 < 1/2, то 𝜁2 вибирається навмання
на вiдрiзку [𝜁1, 1], якщо 𝜁1 ≥ 1/2, то з вiдрiзку [0, 𝜁1]. Далi 𝜉 та 𝜂 визначаються як в п.1.
3) 𝜉 вибирається навмання з [0, 1], а потiм 𝜂 обирається навмання з [𝜉, 1].

4) 𝜁1 вибирається навмання на [0, 1]; з ймовiрностями 𝜁1 та 1 − 𝜁1 обирається вiдрiзок [0, 𝜁1]

або [𝜁1, 1] вiдповiдно. Потiм 𝜁2 обирається навмання з обраного iнтервалу. Далi 𝜉 та 𝜂 визна-
чаються як в п.1.
Для кожного з варiантiв знайти сумiсну щiльнiсть 𝜉 та 𝜂 та їхнi маргiнальнi щiльностi. Чи є
серед способiв 1-4 еквiвалентнi?

Задача 11.47. Нехай (𝜉, 𝜂) – координати точки, кинутої навмання в трикутник з вершинами
(0,0), (0,1), (1,1).
а) Знайти їхню сумiсну функцiю розподiлу.
б) Знайти сумiсну щiльнiсть 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) та маргiнальнi щiльностi 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦), 𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦).
в) Точка з координатами (𝜁, 𝛿) навмання кидається в квадрат з вершинами (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1). Показати, що min{𝜁, 𝛿} має такий самий розподiл, що й випадкова величина 𝜉, а
max{𝜁, 𝛿} – розподiл, що збiгається з розподiлом 𝜂.
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г) Знайти M𝜉, D𝜉, M𝜂, D𝜂, D(𝜉 + 𝜂).

д) Обчислити коварiацiю та коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин 𝜉 та 𝜂.

Задача 11.48. Обчислити коефiцiєнт кореляцiї 𝜌(𝜉, 𝜉2), якщо випадкова величина 𝜉 має
рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [0, 𝑎].

Задача 11.49. Нехай 𝜉 та 𝜂 – випадковi величини. Виразiть cov(𝜉, 𝜉+𝜂) через D𝜉 та cov(𝜉, 𝜂).
Чи є 𝜉 та 𝜉 + 𝜂 додатньокорельованими, вiд’ємнокорельованими, некорельованими, чи може
бути будь-що? Те саме питання, якщо 𝜉 та 𝜂 – некорельованi випадковi величини.

Задача 11.50. Коефiцiєнт кореляцiї мiж випадковими величинами 𝜉 та 𝜂 дорiвнює 0.8.
Знайти коефiцiєнт кореляцiї мiж величинами 𝛼 = 2𝜉 − 1 та 𝛽 = −𝜂 + 3.

Задача 11.51. Тричi пiдкидається симетричний гральний кубик. Нехай 𝜉 – кiлькiсть оди-
ниць, якi при цьому випали, 𝜂 – кiлькiсть шiсток. Знайти
а) сумiсний розподiл 𝜉 та 𝜂;
б) коефiцiєнт кореляцiї мiж випадковими величинами 𝜉 та 𝜂.

Задача 11.52. Сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 задана формулою

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝑦2(𝑥𝑦3 + 1), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐶, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1;

0, iнакше.

Знайти:
а) сталу 𝐶; б) P{𝜉 ≤ 𝜂}; в) маргiнальнi щiльностi 𝜉 та 𝜂;
г) чи є 𝜉 та 𝜂 незалежними випадковими величинами?

Задача 11.53. Сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 задана формулою

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝑥+ 𝑦, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1;

0, iнакше.

Знайти P{𝜂 ≤ √
𝜉 − 1/2}.

Задача 11.54. Сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 задана формулою

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝐶𝑥𝑦2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1;

0, iнакше.

Знайти:
а) сталу 𝐶; б) P{𝜉2 ≤ 𝜂 ≤ 𝜉};
в) сумiсну функцiю розподiлу 𝜉 та 𝜂.

Задача 11.55. Сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂 задана формулою

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝐶𝑥2𝑦, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1;

0, iнакше.

159



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Знайти:
а) Знайти сталу 𝐶; б) P{𝜉 ≥ 𝜂}.

Задача 11.56. Двiчi пiдкидають симетричний гральний кубик. Нехай випадкова величина
𝜉 – кiлькiсть очок, що випали на першому кубику, 𝜂 – модуль рiзницi того, що випало на двох
кубиках. Знайти P {𝜉 − непарна|𝜂 = 5} , P {𝜂 > 2|𝜉 = 5} .

Задача 11.57. Кiлькiсть ДТП, що трапились упродовж дня в двох районах Києва є неза-
лежними випадковими величинами 𝜉 та 𝜂, що мають розподiл Пуассона з параметрами 𝜆1 та
𝜆2 вiдповiдно. Знайти ймовiрнiсть того, що
а) в двох районах трапилось не менше двох ДТП;
б) загальна кiлькiсть ДТП у двох районах дорiвнює 𝑚;

в) в першому районi трапилось 𝑘 ДТП, якщо загальна кiлькiсть ДТП в обох районах 𝑛.

Задача 11.58. Нехай сумiсна щiльнiсть випадкових величин 𝜉 та 𝜂

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝐶𝑥𝑦2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑥+ 𝑦 ≥ 1;

0, iнакше.

Знайти маргiнальнi щiльностi випадкових величин 𝜉 та 𝜂 та умовну щiльнiсть 𝑓𝜉|𝜂(𝑥|𝑦).

Задача 11.59. Нехай 𝜉 та 𝜂 мають сумiсну щiльнiсть

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝜆2𝑒−𝜆𝑦, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦;

0, iнакше.

Знайти
а) сумiсну функцiю розподiлу (𝜉, 𝜂);

б) маргiнальнi щiльностi випадкових величин 𝜉 та 𝜂;
в) умовну щiльнiсть 𝜂|𝜉.

Задача 11.60. Випадковi величини 𝜉 та 𝜂 мають сумiсну щiльнiсть

𝑓𝜉,𝜂(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝐶𝑥(3𝑥+ 2𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1];

0, iнакше.

Знайти:
а) сталу 𝐶; б) M(𝜂|𝜉 = 𝑥); в) M(𝜂).

Задача 11.61. Кiлькiсть ДТП, що трапляються упродовж тижня в деякому мiстi, є ви-
падковою величиною з середнiм 𝜇 та дисперсiєю 𝜎2. Кiлькiсть людей, що постраждали пiд
час ДТП – незалежнi випадковi величини з середнiм 𝑚 та дисперсiєю 𝜅2. Знайти середнє та
дисперсiю кiлькостi людей, що постраждали в ДТП упродовж тижня.

Задача 11.62. Нехай 𝜉 та 𝜂 – координати точки, кинутої навмання в трикутник з вершинами
в точках (0,0), (2,0) та (3,1). Знайти
а) M(𝜉|𝜂) M(𝜂|𝜉); , б) D(𝜉|𝜂), D(𝜂|𝜉);
в) M(𝜉) та M(𝜂), використовуючи властивостi умовних матем. сподiвання та дисперсiї.
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12 ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ

Розглянемо послiдовнiсть випадкових величин 𝜉1, 𝜉2, . . . та випадкову величину 𝜉, якi
заданi на одному й тому ж ймовiрнiсному просторi (Ω, ℜ, P). Нехай 𝐴 ∈ ℜ i P(𝐴) = 0.
Кажуть, що послiдовнiсть 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, збiгається до випадкової величини 𝜉 з ймовiрнiстю
1 (або майже напевно), якщо для кожного 𝜔 ∈ Ω∖𝐴

lim
𝑛→∞

𝜉𝑛(𝜔) = 𝜉(𝜔).

Збiжнiсть з ймовiрнiстю 1 позначають ще так: lim
𝑛→∞

𝜉𝑛(𝜔) = 𝜉(𝜔) (mod P), або 𝜉𝑛
м.н.
=⇒
𝑛→∞

𝜉.

Послiдовнiсть 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, збiгається до випадкової величини 𝜉 за ймовiрнiстю,
якщо для будь-якого 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

P (|𝜉𝑛(𝜔)− 𝜉(𝜔)| > 𝜀) = 0.

Для збiжностi за iмовiрнiстю використовують наступнi позначення:

𝜉𝑛
𝑃

=⇒
𝑛→∞

𝜉 або P- lim
𝑛→∞

𝜉𝑛(𝜔) = 𝜉(𝜔).

Нехай 𝐿𝑝, 𝑝 ≥ 1, множина випадкових величин, для яких M|𝜉|𝑝 < ∞. Кажуть, що
послiдовнiсть 𝜉𝑛 ∈ 𝐿1, 𝑛 ≥ 1, збiгається до випадкової величини 𝜉 ∈ 𝐿1 в середньому,
якщо

lim
𝑛→∞

M|𝜉𝑛 − 𝜉| = 0.

Запис 𝜉𝑛
𝑐

=⇒
𝑛→∞

𝜉 використовують для позначення збiжностi в середньому.

Послiдовнiсть випадкових величин 𝜉𝑛 ∈ 𝐿2, 𝑛 ≥ 1, збiгається до випадкової вели-
чини 𝜉 ∈ 𝐿2 в середньоквадратичному, якщо

lim
𝑛→∞

M(𝜉𝑛 − 𝜉)2 = 0.

Цей тип збiжностi позначають символом 𝜉𝑛
с.к.
=⇒
𝑛→∞

𝜉.

Кажуть, що послiдовнiсть 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, випадкових величин збiгається до випадкової
величини 𝜉 слабко, або за розподiлом, якщо

lim
𝑛→∞

P(𝜉𝑛 ≤ 𝑥) = P(𝜉 ≤ 𝑥).

для кожного 𝑥, яке є точкою неперервностi функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥) = P(𝜉 ≤ 𝑥). Слаба збi-
жнiсть позначається так: 𝜉𝑛

сл.
=⇒
𝑛→∞

𝜉 або 𝜉𝑛
𝑑

=⇒
𝑛→∞

𝜉. Вiдзначимо, що цей тип збiжностi визначає-
ться через вiдповiдну збiжнiсть функцiї розподiлу. Тому не обов’язково, щоб 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, i 𝜉
були заданi на одному iмовiрнiсному просторi.
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Спiввiдношення мiж рiзними типами збiжностi iлюструє наступна дiаграма

𝑦

𝑥0 10 2/3

1

2/3

𝐷𝐴

Кажуть, що для послiдовностi випадкових величин 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, виконується слабкий
закон великих чисел (ЗВЧ), якщо

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖 −
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

M𝜉𝑖
𝑃

−−−−→
𝑛→∞

0. (12.1)

Якщо в (12.1) збiжнiсть за ймовiрнiстю замiнити на збiжнiсть з iмовiрнiстю 1, то отримаємо
посилений ЗВЧ.

Наступнi теореми дають достатнi умови для виконання слабкого ЗВЧ.

Теорема 12.1 (ЗВЧ у формi Чебишова) Нехай 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, – послiдовнiсть незале-
жних випадкових величин, дисперсiї яких обмеженi зверху: D𝜉𝑖 ≤ 𝐶, 𝑖 = 1, 2, ... Тодi
для 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, має мiсце слабкий ЗВЧ.

Доведення цiєї теореми спирається на нерiвнiсть Чебишова: для довiльної
випадкової величини 𝜉 iз скiнченним математичним сподiванням та дисперсiєю i до-
вiльного ∀𝜀 > 0

P {|𝜉 −M𝜉| > 𝜀} ≤ D𝜉

𝜀2
.

Теорема 12.2 (ЗВЧ у формi Хiнчина) Нехай 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, – послiдовнiсть незалежних
однаково розподiлених випадкових величин зi скiнченним математичним сподiванням
M𝜉1 = 𝑎. Тодi ∀𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

P

{︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀

}︃
= 1.
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Теорема 12.3 (ЗВЧ у формi Маркова) Нехай 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, – будь-яка послiдовнiсть
випадкових величин. Для виконання слабкого ЗВЧ достатньо, щоб при 𝑛→ ∞

1

𝑛2
D

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 −−−−→ 0.

У випадку незалежних, однаково розподiлених випадкових величин 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, на-
ступна теорема дає необхiднi та достатнi умови, щоб ця послiдовнiсть пiдкорялась слабому
закону великих чисел.

Теорема 12.4 (О.М. Колмогоров) Для послiдовностi незалежних, однаково розпо-
дiлених випадкових величин 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, посилений закон великих чисел виконується
тодi та лише тодi, коли iснує скiнченне математичне сподiвання M𝜉𝑖 = 𝑎.

Наступна теорема теж належить О.М. Колмогорову:

Теорема 12.5 (О.М. Колмогоров) Якщо 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, незалежнi та задовольняють
умовi

∞∑︁
𝑛=1

D𝜉𝑛
𝑛2

<∞,

тодi для 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, виконується посилений ЗВЧ.

Для послiдовностi випадкових величин 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, виконується центральне граничне
твердження (ЦГТ), якщо можна вказати послiдовностi чисел 𝐴𝑛, 𝐵𝑛 такi, що

P
(︂
𝑆𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛

≤ 𝑥

)︂
−−−−→
𝑛→∞

Φ(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑦2

2 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ (−∞,∞),

де 𝑆𝑛 = 𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛.
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Теорема 12.6 (ЦГТ за умови Лiндеберга) Нехай випадковi величини 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1,

будуть незалежними i такими, що iснують M𝜉𝑘 = 𝑎𝑘, D𝜉𝑘 = 𝜎2
𝑘 < ∞. Позначимо

𝐴𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘, 𝐵
2
𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜎2
𝑘. Якщо для кожного 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

1

𝐵2
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1‘

∫︁
|𝑥−𝑎𝑘|>𝜀𝐵𝑛

(𝑥− 𝑎𝑘)
2𝑑𝐹𝑘(𝑥) = 0, (12.2)

де 𝐹𝑘(𝑥) функцiя розподiлу для 𝜉𝑘, то

lim
𝑛→∞

P
(︂
𝑆𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛

≤ 𝑥

)︂
=

1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑦2

2 𝑑𝑦

рiвномiрно по 𝑥.

Умова 12.2 називається умовою Лiндеберга. З попередньої теореми випливає такий
результат:

Теорема 12.7 Нехай випадковi величини 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, будуть незалежними однаково
розподiленими i такими, що M𝜉𝑘 = 𝑎, D𝜉𝑘 = 𝜎2 <∞. Тодi

lim
𝑛→∞

P

⎛⎜⎜⎝
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜉𝑘 − 𝑛𝑎

√
𝑛𝜎

≤ 𝑥

⎞⎟⎟⎠ =
1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑦2

2 𝑑𝑦

рiвномiрно по х.

Наступна теорема дає достатнi моментнi умови для того, щоб для послiдовностi неза-
лежних випадкових величин виконувалось центральне граничне твердження

Теорема 12.8 (ЦГТ за умови Ляпунова) Нехай випадковi величини 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1,

будуть незалежними i такими, що iснують M𝜉𝑘 = 𝑎𝑘, D𝜉𝑘 = 𝜎2
𝑘 < ∞. Позначимо

𝐴𝑛 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘, 𝐵
2
𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜎2
𝑘. Якщо M|𝜉𝑘 − 𝑎𝑘|2+𝛿 <∞ для кожного 𝑘 ≥ 1 та деякого 𝛿 > 0 i
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виконується умова

lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

M|𝜉𝑘 − 𝑎𝑘|2+𝛿

𝐵2+𝛿
𝑛

= 0,

то

lim
𝑛→∞

P
(︂
𝑆𝑛 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛

≤ 𝑥

)︂
=

1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒−
𝑦2

2 𝑑𝑦.

Приклад 12.1

Припустимо, що розмiр одного кроку пiшохода рiвномiрно розподi-
лений в iнтервалi вiд 70 см до 80 см i розмiри рiзних крокiв незале-
жнi. Знайти ймовiрнiсть 𝑝0 того, що за 10 000 крокiв пiшохiд пройде
вiдстань не менше 7.49 км i не бiльше 7.51 км.

Розв’язок: Позначимо через 𝜉𝑖 довжину 𝑖-го кроку та розглянемо

𝑆 =
104∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖.

Очевидно, що

M𝑆 =
104∑︁
𝑖=1

M𝜉𝑖 = 104 · 0.75 = 7500

та

D𝑆 =
104∑︁
𝑖=1

D𝜉𝑖 = 104 · 1

1200
=

25

3
.

За центральною граничною теоремою:

𝑝0 = P {7490 ≤ 𝑆 ≤ 7510} = P

{︃
7490− 7500√︀

25/3
≤ 𝑆 − 7500√︀

25/3
≤ 7510− 7500√︀

25/3

}︃
=

= P

{︃
−2

√
3 ≤ 𝑆 − 7500√︀

25/3
≤ 2

√
3

}︃
≈ Φ

(︁
2
√
3
)︁
− Φ

(︁
−2

√
3
)︁
=

= Φ
(︁
2
√
3
)︁
−
(︁
1− Φ

(︁
2
√
3
)︁)︁

= 2Φ
(︁
2
√
3
)︁
− 1 ≈ 2 · 0.99973− 1 ≈ 0.99946

Вiдповiдь: 𝑝0 ≈ 0, 99946.
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Приклад 12.2

За допомогою центральної граничної теореми довести, що

lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛𝑘

𝑘!
=

1

2
.

Доведення: Нехай 𝜂𝑛 - випадкова величина, яка має розподiл Пуассона з пара-
метром 𝑛. Тодi

P {𝜂𝑛 ≤ 𝑛} =
𝑛∑︁

𝑘=0

P {𝜂𝑛 = 𝑘} = 𝑒−𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛𝑘

𝑘!
.

З iншого боку, 𝜂𝑛 можна подати у виглядi суми 𝜂𝑛 = 𝜉1+ . . .+𝜉𝑛, де всi 𝜉𝑘 є незалежними
i однаково розподiленими за законом Пуассона з M𝜉𝑘 = D𝜉𝑘 = 1. Тому за централь-
ною граничною теоремою 𝜂𝑛 є асимптотично нормальною з параметрами (𝑛,

√
𝑛), тому

P {𝜂𝑛 ≤ 𝑛} → 1/2, що i треба було довести.

Приклад 12.3

Нехай {𝜉𝑛}∞𝑛=1 – послiдовнiсть випадкових величин i

P {𝜉𝑛 = ± ln𝑛} =
1

2𝑛
, P {𝜉𝑛 = 0} = 1− 1

𝑛
.

Чи має мiсце для даної послiдовностi закон великих чисел?

Розв’язок: M𝜉𝑛 = ln𝑛
2𝑛

− ln𝑛
2𝑛

+ 0 ·
(︀
1− 1

𝑛

)︀
= 0,

P
{︀
𝜉2𝑛 = ln2𝑛

}︀
=

1

𝑛
, P

{︀
𝜉2𝑛 = 0

}︀
= 1− 1

𝑛
,

D𝜉𝑛 = M𝜉2𝑛 − (M𝜉𝑛)
2 = M𝜉2𝑛 − 0 = M𝜉2𝑛 =

ln2𝑛

𝑛
+ 0 =

ln2𝑛

𝑛
.

Оскiльки для будь-якого натурального 𝑛

ln2𝑛

𝑛
≤ 1,

то всi дисперсiї D𝜉𝑛 рiвномiрно обмеженi, а тому за теоремою Чебишова 12.1 (стор.
162) маємо, що для вихiдної послiдовностi випадкових величин має мiсце закон великих
чисел.
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Приклад 12.4

Розглянемо послiдовнiсть 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, . . ., в якiй 𝜉𝑛 має розподiл:

P {𝜉𝑛 = 0} = 1− 1

𝑛
, P

{︀
𝜉𝑛 = 𝑛7

}︀
=

1

𝑛
.

Довести, що послiдовнiсть 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, . . . збiгається за ймовiрнiстю до нуля.

Доведення: Зафiксуємо довiльне 𝜀 > 0. Для всiх 𝑛, починаючи з деякого 𝑛0

такого, що 𝑛7
0 > 𝜀, має мiсце рiвнiсть P {𝜉𝑛 ≥ 𝜀} = P {𝜉𝑛 = 𝑛7} =

1

𝑛
. Тому

P {|𝜉𝑛 − 0| ≥ 𝜀} = P {𝜉𝑛 ≥ 𝜀} = P
{︀
𝜉𝑛 = 𝑛7

}︀
=

1

𝑛
→ 0 при 𝑛→ ∞,

що i треба було довести.

Приклад 12.5

Нехай випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . незалежнi у сукупностi i мають рiвномiрний
розподiл на вiдрiзку [0, 1]. Довести, що послiдовнiсть випадкових величин

𝜙1 = 𝜉1, 𝜙2 = max {𝜉1, 𝜉2} , 𝜙3 = max {𝜉1, 𝜉2, 𝜉3} , ...

збiгається за ймовiрнiстю до одиницi.

Доведення: збiжнiсть за ймовiрнiстю до константи рiвносильна слабкiй збiжно-
стi, тому досить довести, що послiдовнiсть функцiй розподiлу 𝐹𝜙𝑛(𝑥) слабко збiгається

до 𝐹1(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 < 1,

1, 𝑥 ≥ 1
.

Для довiльного 𝑥 ≤ 0 𝐹𝜙𝑛(𝑥) = 0 → 𝐹1(𝑥) = 0 при 𝑛 → ∞. Для 0 < 𝑥 < 1 маємо
𝐹𝜙𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 → 𝐹1(𝑥) = 0 при 𝑛 → ∞. Нарештi для 𝑥 ≥ 1 𝐹𝜙𝑛(𝑥) = 1 → 𝐹1(𝑥) = 1 при
𝑛→ ∞.

Таким чином, 𝜙𝑛 слабко збiгається до 1, що i треба було довести.
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Приклад 12.6

Монета пiдкидається 104 раз. На основi нерiвностi Чебишова оцiнити ймовiрнiсть
того, що частота появ герба вiдрiзняється вiд 1/2 не менше, нiж на 0.01.

Розв’язок: Нехай 𝜉1, 𝜉2, . . . – незалежнi випадковi величини, кожна з яких при-
ймає два значення 0 i 1 з ймовiрнiстю 1/2. Величина 𝜉𝑛 дорiвнює 1, якщо при 𝑛-ому
пiдкиданнi випав герб, i дорiвнює 0, якщо випала решка. Потрiбно оцiнити

P
{︂⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑛

𝑛
− 1

2

⃒⃒⃒⃒
≥ 0.01

}︂
,

де 𝑛 = 104, 𝜇𝑛 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝜉𝑖 – число появ герба при 𝑛 пiдкиданнях монети.

Оскiльки D𝜉1 = 0.5 · 0.5 = 0.25, то шукана оцiнка за нерiвнiстю Чебишова (див.
теорему 12.1 на стор. 162) набуває виду

P
{︂⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑛

𝑛
− 1

2

⃒⃒⃒⃒
≥ 0.01

}︂
≤ D𝜉1
𝑛 · 0.012 =

1

4
.

Вiдзначимо, що ця оцiнка дуже груба. Так, якщо застосувати iнтегральну теорему
Муавра-Лапласа (теорема 8.2 на стор. 72), то можна показати, що

P
{︂⃒⃒⃒⃒
𝜇𝑛

𝑛
− 1

2

⃒⃒⃒⃒
≥ 0.01

}︂
≈ 2 (1− Φ(2)) ≈ 0.046.

Приклад 12.7

Правильна гральний кубик пiдкидається 500 разiв. За допомогою нерiвностi Че-
бишова оцiнiть ймовiрнiсть того, що середнє арифметичне кiлькостi очок, що випали,
вiдхилиться вiд математичного сподiвання за абсолютною величиною не бiльше, нiж на
0.2.

Розв’язок. Пiдставимо середнє арифметичне кiлькостi очок, що випали, в нерiв-
нiсть Чебишова (див. теорему 12.1 на стор. 162):

P
{︀
|𝜉 −M𝜉| ≤ 𝜀

}︀
≥ 1− D𝜉

𝜀2
.

Тут 𝜉𝑖 – кiлькiсть очок, що випали при 𝑖-му пiдкиданнi кубика, 𝜉 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖 – середнє

арифметичне, причому легко показати (покажiть!), що M𝜉 = M𝜉1, D𝜉 = D𝜉1/𝑛.
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Для кiлькостi очок при одному пiдкиданнi кубика маємо

M𝜉1 = 3.5, M𝜉21 =
1

6
(1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36) =

91

6
,

D𝜉1 = M𝜉21 − (M𝜉1)
2 =

91

6
− 49

4
=

182− 147

12
=

35

12
, D𝜉 =

35

12 · 500 =
7

1200
,

звiдки маємо

P
{︀
|𝜉 − 3.5| ≤ 0.2

}︀
≥ 1− 7

1200 · (0.2)2 = 1− 25 · 7
1200

= 1− 7

48
≈ 0.8542.

Приклад 12.8

Нехай в магазинi плата за всi покупки округляються до найближчого цiлого чи-
сла. Яка сума накопичиться пiсля 100 покупок, якщо вважати похибки заокруглення
незалежними випадковими величинами з рiвномiрним розподiлом на [−0.5, 0.5)?

Розв’язок. Спробуємо знайти розподiл i якiсь ймовiрностi. Маємо 100 покупок,
100 випадкових величин 𝜉1, ..., 𝜉100 – похибки заокруглення у вiдповiдних покупках, 𝜉𝑖 ∼
𝑈[−0.5,0.5). 𝑆100 = 𝜉1 + ...+ 𝜉100 – накопичена сума, 𝑆𝑛 = 100 · 𝜉100.

Згiдно ЦГТ

𝜉100 ∼ 𝑁

(︂
𝜇,

𝜎2

100

)︂
,

де 𝜇 = M𝜉1 = 0, 𝜎2 = D𝜉1 = 1/12, отже

𝑆𝑛 ∼ 𝑁

(︂
100 · 𝜇, 1002 𝜎

2

100

)︂
= 𝑁

(︂
0,

100

12

)︂
.

Отримали апроксимацiю розподiлу для величини накопиченої суми 𝑆𝑛.

Розподiл потрiбен для того, щоб визначати практично значущi величини, напри-
клад, ймовiрнiсть того, що на 100 клiєнтах сума заокруглень буде бiльше, нiж 10 гро-
шових одиниць.

P{𝑆𝑛 > 10} = 1− 𝐹𝑆𝑛(10) ≈ 0.0003.

Це дуже мала величина, тому така стратегiя заокруглення не загрожує магазину вели-
кими збитками (про те, як знайти функцiю розподiлу нормального закону 𝐹𝑆𝑛(10), див.
приклади роздiлу 10).
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Задача 12.1. Нехай {𝜉𝑛}∞𝑛=1 - послiдовнiсть випадкових величин, така, що 𝜉𝑛 може зале-
жати тiльки вiд 𝜉𝑛−1 i 𝜉𝑛+1, i не залежить вiд iнших 𝜉𝑘. Показати, що для цiєї послiдовностi
виконується закон великих чисел, якщо:
а) D𝜉𝑛 ≤ 𝐶 (використати закон великих чисел у формi Чебишова);
б) D𝜉𝑛 = 𝑜(𝑛) (використати закон великих чисел у формi Маркова).
в) Навести приклад таких 𝜉1, 𝜉2 та 𝜉3, щоб 𝜉1 i 𝜉2 були залежними, 𝜉2 i 𝜉3 були залежними, а
𝜉1 i 𝜉3 були незалежними.

Задача 12.2. Використовуючи нерiвнiсть Чебишова, оцiнити ймовiрнiсть того, що при 1000
пiдкиданнях монети число появ герба буде у межах мiж 450 i 550.

Задача 12.3. Скiльки треба пiдкидати правильну монету, щоб з ймовiрнiстю 0.99 вiдносна
частота випадiння герба вiдрiзнялась вiд 1/2 не бiльше, нiж на 0.01?

Задача 12.4. У таблицi випадкових чисел кожна цифра з’являється незалежно вiд iнших з
ймовiрнiстю 1/10. Скiльки треба набрати таких випадкових чисел, щоб з ймовiрнiстю 0.999
серед них з’явилося не менше 100 нулiв?

Задача 12.5. За допомогою варiанту нерiвностi Чебишова оцiнити ймовiрнiсть того, що в
результатi пiдкидання гральної кiстки 400 разiв вiдносна частота появи шiстки на верхнiй
гранi вiдхилиться вiд ймовiрностi цiєї подiї за абсолютною величиною не бiльше, нiж на 0.03.

Задача 12.6. Знайти P
{︀
|𝜉 −M𝜉| > 3

√
D𝜉
}︀
, якщо випадкова величина 𝜉 має

1) рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [𝑎, 𝑏];

2) показниковий розподiл з параметром 𝜆;
3) розподiл Бернуллi з параметром 1/2.

Задача 12.7. У певнiй мiсцевостi середня рiчна кiлькiсть сонячних днiв дорiвнює 100. Оцi-
нити ймовiрнiсть того, що упродовж року в цiй мiсцевостi буде не бiльше нiж 125 сонячних
днiв.

Задача 12.8. Скiльки потрiбно провести незалежних випробувань, щоб ймовiрнiсть не-
рiвностi

⃒⃒
𝑆𝑛

𝑛
− 𝑝
⃒⃒
≤ 0.06 не перевищувала б 0.78, якщо ймовiрнiсть появи подiї в окремому

випробуваннi 𝑝 = 0.7?

Задача 12.9. В деякiй мiсцевостi середня швидкiсть вiтру на данiй висотi дорiвнює 20
км/год, а середнє квадратичне вiдхилення – 4 км/год. Оцiнити вiдхилення швидкостi вiтру
на цiй висотi вiд середнього значення з ймовiрнiстю не меншою, нiж 0.9.

Задача 12.10. Нехай M𝜉 = 12, P {𝜉 ≥ 14} = 0.12, P {𝜉 ≤ 10} = 0.18. Доведiть, що дисперсiя
𝜉 не менше за 1.2.

Задача 12.11. Словник має 1500 сторiнок. Ймовiрнiсть друкарської помилки на однiй сто-
рiнцi дорiвнює 0,001. Знайти ймовiрнiсть того, що в словнику: а) буде точно три помилки; б)
не буде жодної помилки; в) буде хоча б одна помилка.
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Задача 12.12. Iмовiрнiсть влучити в мiшень при одному пострiлi дорiвнює 0,8. Знайти
ймовiрнiсть того, що iз 100 пострiлiв число влучень буде: а) точно 85; б) вiд 75 до 85.

Задача 12.13. Знайти наступнi границi:

а) lim
𝑛→∞

0.99999𝑛∫︀
0

𝑦𝑛−1𝑒−𝑦

(𝑛− 1)!
𝑑𝑦, б) lim

𝑛→∞

𝑛∫︀
0

𝑦𝑛−1𝑒−𝑦

(𝑛− 1)!
𝑑𝑦, в) lim

𝑛→∞

1.000001𝑛∫︀
0

𝑦𝑛−1𝑒−𝑦

(𝑛− 1)!
𝑑𝑦.

Задача 12.14. Довести, що для послiдовностi незалежних випадкових величин {𝜉𝑛}∞𝑛=1 такої,
що

P(𝜉𝑛 = 𝑛𝛼) = P(𝜉𝑛 = −𝑛𝛼) = 1/2,

виконується закон великих чисел тодi i тiльки тодi, коли 𝛼 < 1/2.

Задача 12.15. Розглянемо послiдовнiсть незалежних випадкових величин {𝜉𝑛}∞𝑛=1, яка ви-
значається рiвнiстю

𝜉𝑛 =

⎧⎨⎩±1 з ймовiрнiстю (1− 2−𝑛)/2,

±2𝑛/2 з ймовiрнiстю 2−𝑛−1

Довести, що для цiєї послiдовностi виконується закон великих чисел.

Задача 12.16. Послiдовнiсть незалежних, однаково розподiлених випадкових величин {𝜉𝑛}
визначена рiвностями:
а) P(𝜉𝑛 = 2𝑘−ln 𝑘−2 ln ln 𝑘) = 1/2𝑘−1, 𝑘 = 2.3, ...;

б) P(𝜉𝑛 = 𝑘) =
𝑐

𝑘2ln2𝑘
, 𝑘 = 2.3, ..., 𝑐−1 =

∞∑︀
𝑘=2

1

𝑘2ln2𝑘
.

Перевiрити, чи виконується для цих послiдовностей закон великих чисел.

Задача 12.17. Розглянемо {𝜉𝑛}∞𝑛=1 - послiдовнiсть невiд’ємних випадкових величин, якi
приймають цiлi значення. Через 𝑚𝑘(𝑛) будемо позначати 𝑘-ий факторiальний момент ви-
падкової величини 𝜉𝑛:

𝑚𝑘(𝑛) = M𝜉𝑛 (𝜉𝑛 − 1) · . . . · (𝜉𝑛 − 𝑘 + 1) .

Нехай для кожного 𝑘 = 1, 2, . . .

lim
𝑛→∞

𝑚𝑘(𝑛) = 𝜆𝑘, де 0 < 𝜆 <∞.

Довести, що тодi ∀𝑚 ∈ {0.1, 2, . . .}

lim
𝑛→∞

P (𝜉𝑛 = 𝑚) =
𝜆𝑚

𝑚!
𝑒−𝜆.

Задача 12.18. Випадковi величини 𝜉𝑛, 𝜂𝑛 незалежнi i мають пуассонiвський розподiл з
M𝜉𝑛 = M𝜂𝑛 = 𝜆. Знайти

lim
𝑛→∞

P
{︂
𝜉𝑛 − 𝜂𝑛√

𝑛
≤ 𝑥

}︂
.

Задача 12.19. Якщо випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 незалежнi i мають стандартний нор-
мальний розподiл, то розподiл випадкової величини

𝜒2
𝑛 = 𝜉21 + ...+ 𝜉2𝑛
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називають розподiлом 𝜒2 (хi-квадрат) з 𝑛 степенями свободи.
а) Довести, що ∀𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

P
{︂⃒⃒⃒⃒
𝜒2
𝑛

𝑛
− 1

⃒⃒⃒⃒
> 𝜀

}︂
= 0.

б) Знайти

lim
𝑛→∞

P

{︃
𝜒2
𝑛 −M𝜒2

𝑛√︀
D𝜒2

𝑛

≤ 𝑥

}︃
, −∞ < 𝑥 <∞.

Задача 12.20. Якщо випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 незалежнi i мають стандартний нор-
мальний розподiл, то розподiл випадкової величини

𝜏𝑛 =
𝜉0√︀

(𝜉21 + ...+ 𝜉2𝑛)/𝑛

називають розподiлом Стьюдента з 𝑛 степенями свободи. Знайти

lim
𝑛→∞

P(𝜏𝑛 ≤ 𝑥), −∞ < 𝑥 <∞.

Задача 12.21. Випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 незалежнi i однаково розподiленi, причому
iснують M𝜉𝑛 = 𝑎, D𝜉𝑛 = 𝜎2 <∞. Покладемо 𝜂𝑛 = 𝜉𝑛 + 𝜉𝑛+1 + 𝜉𝑛+2, 𝑛 = 1, 2, . . . Знайти

lim
𝑛→∞

P
{︂
𝜂1 + ...+ 𝜂𝑛 − 3𝑛𝑎

𝜎
√
3𝑛

≤ 𝑥

}︂
.

Задача 12.22. Нехай випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 . . . незалежнi i однаково розподiленi,
M𝜉𝑛 = 0, M𝜉2𝑛 = 1 i нехай 𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . числова послiдовнiсть, яка задовольняє умовi

max
1≤𝑘≤𝑛

𝜆2𝑘
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜆2𝑘

−−−−→
𝑛→∞

0.

Довести, що для послiдовностi 𝜆1𝜉1, 𝜆2𝜉2, ..., 𝜆𝑛𝜉𝑛, ... справедливе центральне граничне твер-
дження.

Задача 12.23. Випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 . . . незалежнi i мають наступний розподiл

𝜉𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
±𝑛𝛼 з ймовiрнiстю

1

2𝑛𝛽
,

0 з ймовiрнiстю 1− 1

𝑛𝛽

При яких 𝛼 i 𝛽 виконуються умови теореми Ляпунова?

Задача 12.24. Нехай 𝑝𝑖 є ймовiрнiсть появи подiї 𝐴 у 𝑖- ому випробуваннi, а 𝜇𝑛 – число появ
подiї 𝐴 у 𝑛 незалежних випробуваннях. Довести, що для(︃

𝜇𝑛 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝𝑘

)︃
/

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑞𝑖
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справедливе центральне граничне твердження тодi i тiльки тодi, коли
∞∑︀
𝑖=1

𝑝𝑖𝑞𝑖 = ∞.

Задача 12.25. Для послiдовностi випадкових величин 𝜉1, 𝜉2, . . . через 𝜎2
𝑖 позначимо диспер-

сiю D𝜉𝑖, а через 𝑟𝑖𝑗 – коефiцiєнт кореляцiї мiж 𝜉𝑖 i 𝜉𝑗. Довести, що, якщо 𝜎2
𝑖 ≤ 𝐶 i 𝑟𝑖𝑗 → 0 при

|𝑖− 𝑗| → ∞, то для цiєї послiдовностi виконується слабкий закон великих чисел.

Задача 12.26.* Нехай {𝜉𝑛}∞𝑛=1 - послiдовнiсть незалежних випадкових величин, яка визна-
чається рiвнiстю

𝜉𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
±1 з ймовiрнiстю

𝑛− 1

2𝑛
,

±√
𝑛 з ймовiрнiстю

1

2𝑛

Позначимо через 𝑆𝑛 = 𝜉1 + ...+ 𝜉𝑛. Довести, що нi при яких нормуючих сталих 𝛼𝑛, розподiл
𝑆𝑛/𝑎𝑛 не збiгається слабко до нормального розподiлу.

Задача 12.27.* Випадковi величини 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉100 незалежнi i рiвномiрно розподiленi у вiд-
рiзку [0, 1]. Знайти ймовiрнiсть того, що

100∏︁
𝑘=1

𝜉𝑘 ≤ 10/2100.

Задача 12.28.* Нехай маємо суму 24 незалежних випадкових величин, кожна з яких рiв-
номiрно розподiлена на iнтервалi [0, 1]. Написати наближений вираз для щiльностi розподiлу
суми цих випадкових величин i обчислити ймовiрнiсть того, що їхня сума лежить в межах
вiд 6 до 8.

Задача 12.29. Розглянемо випадок короткострокового страхування життя, коли страхова
компанiя сплачує 25 000 гривень у випадку смертi застрахованого упродовж року, i нiчого не
платить у протилежному випадку. Припустимо, що на цих умовах застраховано 3 000 клiєнтiв
в одному вiцi. З таблиць смертностi вiдомо, що ймовiрнiсть смертi упродовж року дорiвнює
0.002984. Використовуючи гауссiвське або пуассонiвське наближення для сумарного позову,
треба знайти страхову премiю, яка забезпечить ймовiрнiсть нерозорення страхової компанiї
0.95. Чому дорiвнювала б ймовiрнiсть розорення, якщо б страховий полiс коштував нетто-
премiю?

Задача 12.30. В страховiй компанiї застраховано 𝑁1 = 3000 клiєнтiв у вiцi 38 рокiв i
𝑁2 = 1000 клiєнтiв у вiцi 18 рокiв. З таблиць смертностi вiдомо, що для клiєнтiв першої групи
ймовiрнiсть смертностi упродовж року дорiвнює 0.003, а для клiєнтiв другої групи – 0.001.
Компанiя сплачує спадкоємцям 10 000 гривень у випадку смертi застрахованого упродовж
року, i не сплачує нiчого, якщо клiєнт доживає до кiнця року.

Треба пiдрахувати страхову премiю для клiєнтiв кожної групи, яка б гарантувала
ймовiрнiсть нерозорення страхової компанiї 0.98. Який середнiй прибуток страхової компанiї
у цьому випадку? При пiдрахунках використати пуассонiвське наближення сумарного позову.
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Задача 12.31. Припустимо, що страхова компанiя уклала 10000 угод страхування життя
строком на один рiк на наступних умовах. У випадку смертi застрахованого упродовж року
вiд нещасного випадку компанiя сплачує 10000 гривень. У випадку смертi вiд природних
причин компанiя сплачує 2500 гривень. Компанiя нiчого не платить, якщо клiєнт доживає
до кiнця року. Ймовiрнiсть смертi вiд нещасного випадку дорiвнює 5 · 10−4, а вiд природних
причин – 3 · 10−3.

Знайти величину страхової премiї, яка забезпечить ймовiрнiсть нерозорення страхової
компанiї 0.96. При пiдрахунках використати гауссiвське наближення сумарного позову.

Задача 12.32. (Продовження попередньої задачi) Нехай виконуються всi умови попередньої
задачi, крiм однiєї. Будемо вважати, що ймовiрнiсть смертi вiд природних причин залежить
вiд вiку. У зв’язку з цим 10 000 застрахованих розбивається на двi вiковi групи, якi мiстять
𝑁1 = 4000 i 𝑁2 = 6000. Ймовiрнiсть смертi вiд природних причин в кожнiй групi дорiвнює
𝑞1 = 0.004 i 𝑞2 = 0.002 вiдповiдно. Треба пiдрахувати величину страхової премiї для кожної
вiкової групи, яка забезпечить ймовiрнiсть виконання компанiєю своїх зобов’язань на рiвнi
95 %. При пiдрахунках використати гауссiвське наближення сумарного позову, а страхову
надбавку за ризик роздiлити мiж вiковими групами пропорцiйно дисперсiям.
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13 ЛАНЦЮГИ МАРКОВА З ДИСКРЕТНИМ ЧАСОМ

Нехай задана послiдовнiсть випадкових величин 𝜉0, 𝜉1, 𝜉2, . . ., якi визначенi на одному й
тому ж ймовiрнiсному просторi (Ω, ℜ, P) i якi набувають значень з множини 𝐸 = {𝑥1, 𝑥2, . . .}.

Говорять, що послiдовнiсть 𝜉0, 𝜉1, 𝜉2, . . . утворює ланцюг Маркова, якщо для будь-
якого натурального 𝑛 та довiльних 𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 таких, що

P{𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑖𝑛−1 , 𝜉𝑛−2 = 𝑥𝑖𝑛−2 , . . . , 𝜉1 = 𝑥𝑖1 , 𝜉0 = 𝑥𝑖0} > 0

виконується рiвнiсть

P
{︀
𝜉𝑛 = 𝑥𝑖𝑛 |𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑖𝑛−1 , . . . , 𝜉0 = 𝑥𝑖0

}︀
= P

{︀
𝜉𝑛 = 𝑥𝑖𝑛|𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑖𝑛−1

}︀
(13.1)

Властивiсть (13.1) називається властивiстю Маркова.

Якщо ймовiрнiсть
𝑝𝑖𝑗(𝑛) = P (𝜉𝑛 = 𝑥𝑗|𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑖)

не залежить вiд 𝑛, то ланцюг Маркова називається однорiдним. Матриця 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖, де
𝑝𝑖𝑗 = P (𝜉1 = 𝑥𝑗|𝜉0 = 𝑥𝑖), називається матрицею перехiдних ймовiрностей за один крок
або просто перехiдною матрицею ланцюга Маркова 𝜉𝑛.

Ймовiрностi 𝑝𝑖 = P (𝜉0 = 𝑥𝑖) називаються початковим розподiлом ланцюга Маркова
𝜉𝑛. Оскiльки

P
(︀
𝜉0 = 𝑥𝑖0 , 𝜉1 = 𝑥𝑖1 , . . . , 𝜉𝑛−1 = 𝑥𝑖𝑛−1 , 𝜉𝑛 = 𝑥𝑖𝑛

)︀
= 𝑝𝑖0𝑝𝑖0𝑖1𝑝𝑖1𝑖2 · . . . · 𝑝𝑖𝑛−1𝑖𝑛 ,

то початковий розподiл {𝑝𝑖}∞𝑖=0 i матриця перехiдних iмовiрностей 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖ визначають
скiнченновимiрнi розподiли ланцюга Маркова.

Ймовiрнiсть
𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 = P (𝜉𝑛 = 𝑥𝑗|𝜉0 = 𝑥𝑖)

називають ймовiрнiстю переходу за 𝑛 крокiв i якщо 𝑃 (𝑛) =
⃦⃦⃦
𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗

⃦⃦⃦
, то 𝑃 (𝑛) = 𝑃 𝑛. Для

довiльних натуральних 𝑛,𝑚 рiвнiсть

𝑃 (𝑛+𝑚) = 𝑃 𝑛𝑃𝑚

називається рiвнянням Чепмена-Колмогорова, яке в розгорнутому виглядi можна пода-
ти так:

𝑝
(𝑛+𝑚)
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑘

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑘 𝑝

(𝑚)
𝑘𝑗 .

Стан 𝑥𝑖 називається неiстотним, якщо знайдеться такий стан 𝑥𝑗𝑜 , що 𝑝
(𝑛0)
𝑖𝑗0

> 0 для
деякого 𝑛0, але 𝑝

(𝑛)
𝑗0𝑖

= 0 для всiх 𝑛 > 1. У протилежному випадку стан будемо називати
iстотним.
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Стан 𝑥𝑗 досягається зi стану 𝑥𝑖 якщо 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 > 0 для деякого 𝑛 > 1. В цьому випадку
будемо писати 𝑥𝑖 → 𝑥𝑗.

Якщо 𝑥𝑖 → 𝑥𝑗 i 𝑥𝑗 → 𝑥𝑖, то говорять, що стани 𝑥𝑖,𝑥𝑗 сполучаються. В цьому випадку
будемо писати 𝑥𝑖 ↔ 𝑥𝑗. За визначенням вважаємо, що 𝑥𝑖 ↔ 𝑥𝑖.

Теорема 13.1 Множина станiв 𝐸 ланцюга Маркова 𝜉𝑛 може бути подана у виглядi

𝐸 = 𝐸0 ∪ 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ . . .

де 𝐸0 клас усiх неiстотних станiв, а 𝐸𝑖, 𝑖 ≥ 1 класи iстотних станiв, що сполучаються,
причому 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗.

Ланцюг Маркова, всi стани якого сполучаються, називається незвiдним.

Нехай

𝐹𝑖 =
∞∑︁
𝑛=1

P (𝜉1 ̸= 𝑥𝑖, 𝜉2 ̸= 𝑥𝑖, ..., 𝜉𝑛−1 ̸= 𝑥𝑖, 𝜉𝑛 = 𝑥𝑖| 𝜉0 = 𝑥𝑖).

Стан 𝑥𝑖 називають рекурентним, якщо 𝐹𝑖 = 1, i нерекурентним, якщо 𝐹𝑖 < 1.

Якщо 𝜉0 = 𝑥𝑖, то випадкову величину 𝜏𝑖 = 𝑖𝑛𝑓{𝑛 > 0 : 𝜉𝑛 = 𝑥𝑖} називають часом
першого повернення в стан 𝑥𝑖.

Стан 𝑥𝑖 називається рекурентним додатнiм, якщо вiн є рекурентним i M𝜏𝑖 < ∞.
Якщо M𝜏𝑖 = ∞, то такий стан називається рекурентним нульовим.

Теорема 13.2 Стан 𝑥𝑖 є рекурентним тодi i лише тодi, коли

𝑃𝑖 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑖 = ∞.

Якщо стан 𝑥𝑖 не є рекурентним, то

𝐹𝑖 =
𝑃𝑖

1 + 𝑃𝑖

.

Стан 𝑥𝑖 називають перiодичним з перiодом 𝑑> 1, якщо НСД{𝑛 : 𝑝
(𝑛)
𝑖𝑖 > 0} = 𝑑.

176



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Теорема 13.3 (про солiдарнiсть) В класi станiв, що сполучаються:
а) якщо один стан є рекурентним, тодi всi стани будуть рекурентними;
б) якщо один стан є рекурентно нульовим, тодi всi стани будуть рекурентно нульовими;
в) якщо один стан є рекурентно додатнiм, тодi всi стани будуть рекурентно додатними;
г) якщо один стан є перiодичним з перiодом 𝑑, тодi всi стани будуть перiодичнi з тим
самим перiодом.

Таким чином, якщо ланцюг є незвiдним i хоча б один iз його станiв має перiод,
то всi його стани мають цей же перiод, який називають перiодом ланцюга.

Теорема 13.4 Простiр станiв 𝐸 незвiдного перiодичного з перiодом 𝑑 ланцюга Маркова
𝜉𝑛 може бути поданий у виглядi

𝐸 = 𝐸0 ∪ 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸𝑑−1 (13.2)

де 𝐸𝑖 ∩ 𝐸𝑗 = ∅ для 𝑖 ̸= 𝑗, до того ж за один крок ланцюг переходить з класу 𝐸𝑖 до
класу 𝐸𝑖+1, а з класу 𝐸𝑑−1 до класу 𝐸0.

Класи 𝐸𝑖 в (13.2) називаються циклiчними пiдкласами ланцюга 𝜉𝑛.

Розподiл {𝜋𝑖}∞𝑖=1 називають стацiонарним розподiлом ланцюга 𝜉𝑛,𝑛 ≥ 0, якщо

𝜋𝑖 =
∑︁
𝑘

𝜋𝑘𝑝𝑘𝑖

або в матричнiй формi
𝜋 = 𝜋𝑃,

де 𝜋 позначає вектор-рядок з координатами 𝜋𝑖. Якщо для марковсьокого ланцюга iснують
границi

lim
𝑛→∞

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 = 𝜋𝑗 > 0,

то {𝜋𝑗}∞𝑗=1 називають ергодичним розподiлом.

Наступнi три теореми дають умови для iснування ергодичного розподiлу для скiнчен-
них ланцюгiв Маркова.
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Теорема 13.5 Нехай ланцюг маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, скiнченний. Умова:

min
𝑖,𝑗

𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 > 0 для деякого 𝑛

є необхiдною i достатньою для iснування ергодичного розподiлу 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑁), при-
чому цей ергодичний розподiл буде i єдиним стацiонарним розподiлом.

Теорема 13.6 Якщо ланцюг Маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, незвiдний, скiнченний та неперiо-
дичний, то для нього iснує ергодичний розподiл 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑁), який буде i єдиним
стацiонарним розподiлом, i

∀𝑗 = 1, 𝑁 𝜋𝑗 =
1

M𝜏𝑗
.

Аналог попередньої теореми для перiодичних ланцюгiв виглядає так:

Теорема 13.7 Якщо ланцюг Маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, незвiдний, скiнченний та перiодичний
з перiодом 𝑑, стани 𝑥, 𝑦 належать циклiчним пiдкласам 𝐸𝑖 та 𝐸𝑗 вiдповiдно (𝑥 ∈ 𝐸𝑖,
𝑦 ∈ 𝐸𝑗), то

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑛𝑑+𝑚)
𝑥𝑦 =

𝑑

M𝜏𝑦

при умовi 𝑚 = 𝑗 − 𝑖 (mod 𝑑) та
lim
𝑛→∞

𝑝(𝑛𝑑+𝑚)
𝑥𝑦 = 0

при умовi 𝑚 ̸= 𝑗 − 𝑖 (mod 𝑑).

Наступнi двi теореми дають умови для iснування ергодичних розподiлiв для нескiн-
ченних ланцюгiв Маркова.

Теорема 13.8 Для того, щоб ланцюг Маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, був ергодичним, необхiдно i
достатньо, щоб цей ланцюг був незвiдним, неперiодичним, та щоб iснував стан 𝑖0 такий,
що M𝜏𝑖0 <∞. При цьому єдиний стацiонарний розподiл буде спiвпадати з ергодичним.

178



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Теорема 13.9 Якщо ланцюг Маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, незвiдний та неперiодичний i такий,
що для деякого 𝑗0 та 𝜀 > 0 виконується умова

𝑖𝑛𝑓
𝑖
𝑝𝑖𝑗0 ≥ 𝜀,

тодi iснує ергодичний розподiл 𝜋1, . . . , 𝜋𝑁 , . . ., який буде єдиним стацiонарним розподi-
лом, i

𝜋𝑗 =
1

M𝜏𝑗
.

Приклад 13.1

Розглянемо ланцюг Маркова з двома станами 0 та 1 i матрицею переходiв

𝑃 =

(︃
𝑝00 𝑝01

𝑝10 𝑝11

)︃
.

Знайти границi ймовiрностi 𝑝𝑖0(𝑛) та 𝑝𝑖1(𝑛).

Розв’язок 1: Пiсля пiдрахунку матрицi

𝑃 2 =

(︃
𝑝00

2 + 𝑝01𝑝10 𝑝01(𝑝00 + 𝑝11)

𝑝00
2 + 𝑝01𝑝10 𝑝01(𝑝00 + 𝑝11)

)︃

за iндукцiєю можна показати, що матриця 𝑃 𝑛 має вигляд

𝑃 𝑛 =
1

2− 𝑝00 − 𝑝11

(︃
1− 𝑝11 1− 𝑝00

1− 𝑝11 1− 𝑝00

)︃
+

(𝑝00 + 𝑝11 − 1)𝑛

2− 𝑝00 − 𝑝11

(︃
1− 𝑝00 − (1− 𝑝00)

−(1− 𝑝11) 1− 𝑝11

)︃
.

Якщо елементи матрицi 𝑃 є такими, що

|𝑝00 + 𝑝11 − 1| < 1, (13.3)

то

𝑃 𝑛 −−−−→ 1

2− 𝑝00 − 𝑝11

(︃
1− 𝑝11 1− 𝑝00

1− 𝑝11 1− 𝑝00

)︃
.

Звiдси отримаємо:

lim
𝑛→∞

𝑝𝑖0
(𝑛) =

1− 𝑝11
2− 𝑝00 − 𝑝11

, lim
𝑛→∞

𝑝𝑖1
(𝑛) =

1− 𝑝00
2− 𝑝00 − 𝑝11

.
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Розв’язок 2: Якщо посилити умову (13.3) i припустити, що всi 𝑝𝑖𝑗 > 0, то лан-
цюг Маркова, що розглядається, буде незвiдним та неперiодичним. Тодi за теоремою 6
iснують границi lim

𝑛→∞
𝑝𝑖𝑗

(𝑛) = 𝜋𝑗 > 0 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, якi є розв’язком системи рiвнянь:{︃
𝜋0 = 𝜋0𝑝00 + 𝜋1𝑝10

𝜋1 = 𝜋0𝑝01 + 𝜋1𝑝11

з умовою нормування 𝜋0 + 𝜋1 = 1. Розв’язуючи цю систему, знаходимо:

𝜋0 =
1− 𝑝11

2− 𝑝00 − 𝑝11
, 𝜋1 =

1− 𝑝00
2− 𝑝00 − 𝑝11

.

Приклад 13.2

𝑦

𝑥0 10 3/4

1

3/4

{𝑥 ≤ 3/4, 𝑦 ≤ 3/4}

Припустимо, що пiсля зростання (зелена добова ”свiчка”) цiна на Bitcoin насту-
пного дня з ймовiрнiстю 1

3
зростатиме (або з ймовiрнiстю спадатиме 2

3
), а пiсля спадання

цiна наступного дня з ймовiрнiстю 9
17

зростатиме (або з ймовiрнiстю спадатиме 8
17

). Яка
ймовiрнiсть того, що через 3 днi пiсля зростання цiна знову буде зростати?

Розв’язок: Виходячи з умови задачi йдеться про 2 можливi стани – зростання
(позначимо цей стан як 0) та спадання (позначимо цей стан як 1). Переходи мiж станами
вiдповiдно до умови можна зобразити у виглядi такого графа

𝑥

𝑦

𝑅 = 1−1

2/𝜋
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та записати вiдповiдну матрицю переходiв за 1 день

𝑃 =

(︃
1
3

2
3

9
17

8
17

)︃
.

Обчислимо матрицю переходiв за 3 днi, пiдносячи матрицю 𝑃 до степеня 3:

𝑃 (3) = 𝑃 3 =

(︃
3421
7803

4382
7803

2191
4913

2722
4913

)︃
.

Шуканою ймовiрнiстю тодi буде число 𝑃 (3)
00 =

3421
7803

≈ 0.438.

Вiдповiдь:
3421
7803

≈ 0.438.

Приклад 13.3

Припустимо, що поведiнка двох гравцiв в шахи А та В в турнiрнiй грi можна
описати таким чином. Шахист А кожну партiю незалежно вiд результатiв попереднiх
партiй виграє з ймовiрнiстю 𝑝, програє з ймовiрнiстю 𝑞 i грає внiчию з ймовiрнiстю
𝑟 = 1− 𝑝− 𝑞.

Шахист В менш врiвноважений, вiн виграє партiю з ймовiрностями 𝑝 + 𝜀, 𝑝 та
𝑝 − 𝜀 вiдповiдно, якщо попередня партiя була їм виграна, зiграна внiчию та програна.
Ймовiрнiсть програшу в цих випадках дорiвнює 𝑞− 𝜀, 𝑞, 𝑞 + 𝜀 вiдповiдно. Хто з гравцiв
А та В в тривалому турнiрi набере бiльше очок?

Розв’язок: Щоб вiдповiсти на це питання, треба обчислити для кожного шахиста
стацiонарнi ймовiрностi 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 попадання в стани 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, якi вiдповiдають виграшу,
нiчиїй та програшу.

Для гравця А ЛМ з станами 𝐸1, 𝐸2, 𝐸3, якi описують хiд його гри, буде мати
матрицю перехiдних ймовiрностей

𝑃𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝑝 𝑟 𝑞

𝑝 𝑟 𝑞

𝑝 𝑟 𝑞

⎞⎟⎠ .
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Для гравця В

𝑃𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝑝+ 𝜀 𝑟 𝑞 − 𝜀

𝑝 𝑟 𝑞

𝑝− 𝜀 𝑟 𝑞 + 𝜀

⎞⎟⎠ .

Рiвняння для стацiонарних ймовiрностей в цьому випадку матимуть вид

𝑞1(𝑝+ 𝜀) + 𝑞2𝑝+ 𝑞3(𝑝− 𝜀) = 𝑞1,

𝑞1𝑟 + 𝑞2𝑟 + 𝑞3𝑟 = 𝑞2,

𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 = 1.

Розв’язуючи цю систему, знаходимо

𝑞2 − 𝑟 = 0, 𝑞1 − 𝑝 = 𝜀
𝑝− 𝑞

1− 2𝜀
.

Таким чином, долi нiчиїх при великiй кiлькостi партiй у гравцiв А та В спiвпа-
датимуть, доля виграшiв у гравця В буде бiльша, нiж у А, якщо 𝜀 > 0, 𝑝 > 𝑞, або 𝜀 < 0,

𝑝 < 𝑞. Якщо 𝑝 = 𝑞, то стацiонарнi розподiли для результатiв iгор у А та В однаковi.

Задача 13.1. Гральний кубик рiвноймовiрно перекладається на будь-яку з чотирьох сусiднiх
граней. Нехай 𝑋𝑛 – число очок на верхнiй гранi пiсля 𝑛-го перекладання. Треба знайти
матрицю 𝑃 ймовiрностей переходiв за один крок для ланцюга Маркова 𝑋𝑛.

Задача 13.2. Розглянемо ланцюг Маркова 𝑋𝑛, пов’язаний зi схемою випробувань Бернуллi
наступним чином: 𝑋𝑛 знаходиться у станi 1, якщо (𝑛 − 1)-ше та 𝑛-те випробування мали
результатом “успiх”; аналогiчно стани 2, 3, 4 вiдповiдають парам результатiв “успiх - невдача“,
“невдача - успiх“, “невдача - невдача“. Знайти матрицю переходу за один крок для ланцюга
𝑋𝑛 i стацiонарнi ймовiрностi, якщо ймовiрнiсть “успiху“ дорiвнює 𝑝.

Задача 13.3. Урна мiстить 5 куль: бiлi i чорнi. На кожному кроцi з урни навмання витягають
одну кулю i замiсть неї повертають кулю, але iншого кольору: замiсть бiлої чорну i навпаки.
Нехай𝑋𝑛 число бiлих куль в урнi пiсля 𝑛-го кроку. Знайти матрицю 𝑃 ймовiрностей переходiв
за один крок для ланцюга 𝑋𝑛 та стацiонарнi ймовiрностi.

Задача 13.4. Муха повзає по ребрам тетраедра, обираючи в кожнiй вершинi напрямок
свого подальшого руху навмання та проповзаючи ребро за одиницю часу. Описати цей процес
за допомогою ланцюга Маркова, зобразити граф переходiв та навести класифiкацiю його
станiв. Знайти ймовiрностi переходiв за 2 кроки, а також розподiл ЛМ пiсля 1, 2, 3 крокiв,
якщо початкове положення мухи а) достовiрно вiдоме; б) рiвномiрно розподiлене на множинi
вершин. Як змiниться ситуацiя, якщо в однiй з вершин сидить павук?
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Задача 13.5. Через фiксованi промiжки часу проводиться контроль технiчного стану при-
ладу, який може знаходитися в одному з трьох станiв: 𝐸0 – працює, 𝐸1 – не працює i чекає
ремонту, 𝐸2 – в ремонтi. Нехай 𝑋𝑛 – номер стану приладу при 𝑛 -й перевiрцi, є однорiдним
ЛМ з перехiдною матрицею

𝑃 =

⎛⎜⎝ 0, 8 0, 1 𝑝02

0, 2 𝑝11 0, 6

𝑝20 0, 1 0, 3

⎞⎟⎠ .

Знайти невiдомi елементи матрицi 𝑃 та обчислити 𝑝(2) – розподiл по станах в момент
другої перевiрки, якщо в початковий момент часу прилад працював. В якому станi прилад
перебуває найчастiше?

Задача 13.6. Нехай 𝜉1, 𝜉2, . . . – цифрова послiдовнiсть, у якiй цифри з’являються рiвноймо-
вiрно i незалежно одна вiд одної. Лiчильник 𝑋𝑛 у момент 𝑛 показує, скiльки рiзних цифр
зустрiлося серед перших n членiв послiдовностi 𝜉1, 𝜉2, . . . Довести, що показання лiчильника
𝑋𝑛 утворюють ланцюг Маркова. Знайти матрицю ймовiрностей переходу за один крок цього
ланцюга. Вказати iстотнi i неiстотнi стани.

Задача 13.7. Числа обираються навмання з таблицi, яка мiстить усi цiлi числа вiд 1 до 𝑚.
Лiчильник у момент часу n знаходиться у станi 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, якщо найбiльше з 𝑛 обраних
чисел дорiвнює 𝑗. Знайти матрицю переходу за один крок ланцюга Маркова, який зв’язаний
з показаннями лiчильника. В явному виглядi виписати матрицю ймовiрностей переходiв за
один крок для випадку 𝑚 = 5.

Задача 13.8. За виглядом матрицi перехiдних ймовiрностей за один крок ланцюга Маркова
вказати класи iстотних i неiстотних станiв:

а)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
3

1
3

0 1
3

0

0 0 1
2

0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

0 0 0 1
2

1
2

1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ б)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1

2
0 1

2
0

1
2

0 0 1
2

0

0 0 1 0 0

0 0 1
2

1
2

0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ в)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2

0 1
2

0 0
1
2

1
2

0 0 0
1
2

0 1
2

0 0

0 0 1
3

1
3

1
3

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

г)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2

0 1
2

0 0

0 1
2

0 0 1
2

0 0 0 1 0
1
3

0 1
3

1
3

0
1
2

0 0 0 1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ д)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

3
1
3

1
3

0 1
3

1
3

1
3

0
1
4

1
4

1
4

1
4

0

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ е)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

2
1
2

0 1
2

1
2

0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Задача 13.9. З’ясувати, чи буде перiодичним ланцюг Маркова з матрицею ймовiрностей
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переходiв за один крок: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1/3 0 0 1/3 1/3

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 1/2 0 0 1/2

1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Задача 13.10. Знайти перiод ланцюга Маркова з наступною матрицею ймовiрностей пере-
ходiв за один крок:

а)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1/2 0 1/2 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1/2 0 1/2

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, б)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1/2 0 1/2

0 0 0 0 1

1/3 1/3 0 1/3 0

0 0 1 0 0

1/2 1/2 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, в)

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1/2 1/2 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠.

Задача 13.11. Матриця ймовiрностей переходу за один крок ланцюга Маркова має вигляд

𝑃 =

⎛⎜⎝ 0.1 0.5 0.4

0.6 0.2 0.2

0.3 0.4 0.3

⎞⎟⎠ .

Розподiл по станах у момент часу 𝑛 = 0 визначається вектором 𝑝0 = (0.7, 0.2, 0.1). Знайти:
а) розподiл по станах у момент часу 𝑛 = 2;
б) ймовiрнiсть того, що у моменти 𝑛 = 0, 1, 2, 3 станами ланцюга будуть вiдповiдно 1, 3, 3, 2;

в) стацiонарний розподiл.

Задача 13.12. Подати через вiдповiднi перехiднi ймовiрностi та початковий розподiл на-
ступнi умовнi ймовiрностi:
а) P(𝜉0 = 𝑖|𝜉𝑛 = 𝑗); б) P(𝜉𝑟 = 𝑘|𝜉0 = 𝑖, 𝜉𝑛 = 𝑗), 0 < 𝑟 < 𝑛.

Задача 13.13. Нехай для ланцюга Маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, матриця ймовiрностей переходу має
вигляд ⎛⎜⎝ 3/7 3/7 1/7

1/11 4/11 6/11

1/11 4/11 6/11

⎞⎟⎠ .

Покладемо

𝜂𝑛 =

⎧⎨⎩1, якщо 𝜉𝑛 = 1,

2, якщо 𝜉𝑛 ̸= 1.

Показати, що послiдовнiсть 𝜂𝑛, 𝑛 ≥ 0, також є ланцюгом Маркова. Знайти його матрицю
ймовiрностей переходу за один крок.
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Задача 13.14. Послiдовнiсть {𝜉0, 𝜉1, . . .} є ланцюгом Маркова з множиною станiв 𝐸 =

{1, 2, 3} та матрицею ймовiрностей переходiв за один крок

𝑃 =

⎛⎜⎝ 0 𝛼 1− 𝛼

𝛼 0 1− 𝛼

1/3 1/3 1/3

⎞⎟⎠ , 0 < 𝛼 < 1.

Будується нова послiдовнiсть випадкових величин

𝜂𝑛 =

⎧⎨⎩1, якщо 𝜉𝑛 = 1 чи 𝜉𝑛 = 2,

2, якщо 𝜉𝑛 = 3.

Довести, що послiдовнiсть {𝜂0, 𝜂1, . . .} є ланцюгом Маркова та знайти матрицю ймовiрностей
переходiв за один крок.

Задача 13.15. Нехай 𝜂𝑛, 𝑛 ≥ 0 – ланцюг Маркова з множиною станiв 1, 2,3 i матрицею
перехiдних ймовiрностей

𝑃 =

⎛⎜⎝ 0 1− 𝛼 𝛼

1− 𝛽 0 𝛽

1/3 1/3 1/3

⎞⎟⎠ .

Визначимо послiдовнiсть 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, наступним чином:

𝜉𝑛 =

⎧⎨⎩1, якщо 𝜂𝑛 = 1 чи 𝜉𝑛 = 2,

2, якщо 𝜂𝑛 = 3.

При якiй умовi послiдовнiсть 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0, також є ланцюгом Маркова?

Задача 13.16.* Розглянемо ланцюг Маркова з двома станами i матрицею перехiдних ймо-
вiрностей

𝑃 =

(︃
1− 𝛼 𝛼

𝛽 1− 𝛽

)︃
, де 0 < 𝛼, 𝛽 < 1.

Знайти генератриси послiдовностей{︁
𝑝
(𝑛)
11 | 𝑛 = 0.1, . . .

}︁
,

{︁
𝑝
(𝑛)
21 | 𝑛 = 0.1, . . .

}︁
,{︁

𝑝
(𝑛)
12 | 𝑛 = 0.1, . . .

}︁
,

{︁
𝑝
(𝑛)
11 | 𝑛 = 0.1, . . .

}︁
та точнi формули для 𝑝(𝑛)𝑖𝑗 . Знайти також lim

𝑛→∞
𝑝
(𝑛)
𝑖𝑗 = 𝑞𝑖𝑗.

Задача 13.17. Ланцюг Маркова з множиною станiв {1, 2, . . . , 𝑁} має таку матрицю перехi-
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дних ймовiрностей:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑞 𝑝 0 0 0 . . . 0 0 0 0

𝑞 0 𝑝 0 0 . . . 0 0 0 0

0 𝑞 0 𝑝 0 . . . 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 𝑞 0 𝑝 0

0 0 0 0 0 . . . 0 𝑞 0 𝑝

0 0 0 0 0 . . . 0 0 𝑞 𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Знайти стацiонарний розподiл (𝑞1, . . . , 𝑞𝑁) цього ланцюга.

Задача 13.18. Нехай матриця перехiдних ймовiрностей 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖𝑁1 , що вiдповiдає неперiо-
дичному ланцюгу Маркова з одним iстотним класом станiв, задовольняє умовам

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑁.

Довести, що стацiонарнi ймовiрностi 𝜋𝑘 = 1/𝑁 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑁 .

Задача 13.19.* Кожна з двох урн мiстить 𝑁 бiлих i 𝑁 чорних куль. Число чорних куль
у першiй урнi визначає стан вiдповiдного ланцюга Маркова. На кожному кроцi навмання
виймають по однiй кулi з кожної урни i мiняють їх мiсцями. Знайти перехiднi та стацiонарнi
ймовiрностi.

Задача 13.20.* Матриця переходу за один крок ланцюга Маркова має тридiагональний вид⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟0 𝑝0 0 0 ... 0 0 0

𝑞1 𝑟1 𝑝1 0 ... 0 0 0

0 𝑞2 𝑟2 𝑝2 ... 0 0 0

...

0 ... 𝑞𝑁−1 𝑟𝑁−1 𝑝𝑁−1

0 ... 0 𝑞𝑁 𝑟𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Треба знайти стацiонарний розподiл 𝜋0, 𝜋1, ..., 𝜋𝑁 .

Задача 13.21. Розглянемо ланцюг Маркова з матрицею перехiдних ймовiрностей за один

крок 𝑃 =

⎛⎜⎝ 0 1− 𝛼 𝛼

1 0 0

1− 𝛽 𝛽 0

⎞⎟⎠, 0 ≤ 𝛼, 𝛽 ≤ 1. Нехай 𝜋1, 𝜋2, 𝜋3 – стацiонарнi ймовiрностi

введеного ланцюга. При яких значеннях 𝛼 i 𝛽 𝜋1 = 𝜋2 = 𝜋3?

Задача 13.22. Нехай 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 0 – ланцюг Маркова з матрицею iмовiрностей переходу за
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один крок

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0 𝑝1 𝑝2 𝑝3 . . .

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

. . .
. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для зазначеного ланцюга знайти умови ергодичностi, а також знайти ергодичний розподiл.

Задача 13.23. Розглянемо ланцюг Маркова з матрицею ймовiрностей переходу за один крок

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0 𝑝1 𝑝2 𝑝3 · · ·
𝑝0 𝑝1 𝑝2 𝑝3 · · ·
0 𝑝0 𝑝1 𝑝2 · · ·
0 0 𝑝0 𝑝1 · · ·
...

...
...

... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , де ∀𝑘 ≥ 0 𝑝𝑘 > 0.

Знайти умови ергодичностi та генератрису ергодичного розподiлу для введеного ланцюга.

Задача 13.24. Нехай кожна людина, яка почула новину, може передати її iншому. При
цьому ймовiрнiсть спотворення змiсту на протилежний однакова та дорiвнює 𝑝 = 0.0001. Яка
ймовiрнiсть почути новину у неспотвореному видi пiсля того, як вона пройшла через велику
кiлькiсть людей?

Задача 13.25.* Для задачi 9.66 (див. стор. 101) побудувати матрицю ймовiрностей переходiв
за 1 крок (попередньо розглянувши задачу мiнiмiзацiї кiлькостi станiв вiдповiдного ланцюга)
i розв’язати задачу методами ланцюгiв Маркова.
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14 ЛАНЦЮГИ МАРКОВА З НЕПЕРЕРВНИМ ЧАСОМ

Нехай задано деякий ймовiрнiсний простiр (Ω,ℜ, 𝑃 ). Дiйснозначна функцiя двох ар-
гументiв 𝜉(𝑡, 𝜔), 𝑡 ∈ [0,∞), 𝜔 ∈ Ω називається випадковим процесом, якщо для кожного
фiксованого 𝑡 𝜉(𝑡, 𝜔) є випадковою величиною. Для кожного фiксованого 𝜔 ∈ Ω функцiя
𝜉(𝑡, 𝜔) називається траєкторiєю процесу 𝜉(𝑡, 𝜔). Аналогiчно до того, як випадкову величину
𝜉(𝜔) часто позначають просто через 𝜉, так i випадковий процес 𝜉(𝑡, 𝜔) часто позначають через
𝜉(𝑡). Нехай надалi множина 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . .} можливих значень процесу 𝜉(𝑡) не бiльш нiж
злiченна. Набiр ймовiрностей

P {𝜉 (𝑡1) = 𝑥𝑖1 , . . . , 𝜉 (𝑡𝑛) = 𝑥𝑖𝑛}

представляє собою сумiсний розподiл випадкового процесу 𝜉(𝑡). Випадковий процес 𝜉(𝑡)
називається марковським (або ланцюгом Маркова з неперервним часом), якщо для
довiльної зростаючої послiдовностi моментiв часу 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛 < . . . послiдовнiсть
𝜉1(𝑡), 𝜉2(𝑡), . . . , 𝜉𝑛(𝑡), . . . є ланцюгом Маркова з дискретним часом.

Функцiя
𝑝𝑖𝑗 (𝑠, 𝑡) = P {𝜉(𝑡) = 𝑥𝑗| 𝜉(𝑠) = 𝑥𝑖}

називається перехiдною iмовiрнiстю процесу Маркова. Якщо ця функцiя залежить вiд
рiзницi 𝑡− 𝑠, то такий процес Маркова називають однорiдним. В цьому випадку для пере-
хiдних iмовiрностей 𝑝𝑖𝑗 (𝑠, 𝑠+ 𝑡) = 𝑝𝑖𝑗 (0, 𝑡) = P {𝜉(𝑡) = 𝑥𝑗| 𝜉(0) = 𝑥𝑖} , 𝑠, 𝑡 > 0, прийнятi такi
позначення:

𝑝𝑖𝑗 (0, 𝑡) = 𝑝𝑖𝑗 (𝑡) .

Перехiднi ймовiрностi мають наступнi властивостi:

а) 𝑝𝑖𝑗(𝑡) ≥ 0,

б)
∑︀
𝑗

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 1,

в) 𝑝𝑖𝑗(𝑡+ 𝑠) =
∑︀
𝑘

𝑝𝑖𝑘(𝑡)𝑝𝑘𝑗(𝑠), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑠, 𝑡 ≥ 0.

Якщо розглянути матрицю перехiдних iмовiрностей 𝑃 (𝑡) = ‖𝑝𝑖𝑗(𝑡)‖, то остання вла-
стивiсть в матричному виглядi може бути подана так:

𝑃 (𝑡+ 𝑠) = 𝑃 (𝑡)𝑃 (𝑠).

Будемо називати ланцюг Маркова 𝜉(𝑡) неперервним справа, якщо з iмовiрнiстю 1
його траєкторiї неперервнi справа. Такий ланцюг Маркова є стохастично неперервним,
тобто для нього виконується:

г) lim
𝑡↓0

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝛿𝑖𝑗 =

{︃
0, 𝑖 ̸= 𝑗

1, 𝑖 = 𝑗
.
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Крiм того, для неперервного справа ланцюга Маркова iснують границi

lim
ℎ↓0

𝑝𝑖𝑗(ℎ)− 𝛿𝑖𝑗
ℎ

= 𝑎𝑖𝑗,

якi називаються iнфiнiтезимальними характеристиками (або iнтенсивностями пере-
ходiв) процесу 𝜉(𝑡), а матриця 𝐴 = ‖𝑎𝑖𝑗‖ називається iнфiнiтезимальною матрицею (або
матрицею iнтенсивностей). Iз визначення випливає, що

∀𝑖, 𝑗 𝑎𝑖𝑗 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑖𝑗(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

.

Властивостi iнтенсивностей:

1. ∀𝑖 ̸= 𝑗 𝑎𝑖𝑗 ≥ 0 та ∀𝑖 𝑎𝑖𝑖 ≤ 0;

2. ∀𝑖 ∑︀
𝑗

𝑎𝑖𝑗 = 0;

3. ∀𝑖 1

−𝑎𝑖𝑖
є середнiм часом перебування процесу в станi 𝑥𝑖;

4. ∀𝑖, 𝑗 𝑝𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗
−𝑎𝑖𝑖

є ймовiрнiстю того, що пiсля виходу зi стану 𝑥𝑖 процес

перейде вiдразу в стан 𝑥𝑗 (𝑥𝑖 ̸= 𝑥𝑗). Якщо 𝑎𝑖𝑖 = 0, то стан 𝑥𝑖 називається
поглинаючим (iз нього процес вже нiколи не вийде).

Позначимо через 𝜏𝑘 час перебування процесу в 𝑘-му за порядком вiдвiдування станi.
Ланцюг Маркова 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1, з дискретним часом, називається вкладеним ланцюгом для
процесу Маркова 𝜉(𝑡), якщо

𝜉𝑛 = 𝜉 (𝜏1 + 𝜏2 + . . .+ 𝜏𝑛 − 0) .

Тодi 𝑃 = ‖𝑝𝑖𝑗‖ буде матрицею перехiдних iмовiрностей для 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1 (див. властивiсть 4).

Теорема 14.1 Для однорiдного локально регулярного процесу Маркова має мiсце
перша система рiвнянь Колмогорова:

∀𝑖, 𝑗 𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑖𝑗(𝑡) =

∑︁
𝑘

𝑎𝑖𝑘𝑝𝑘𝑗(𝑡),

яка в матричному видi може бути подана так:

𝑃 ′(𝑡) = 𝐴𝑃 (𝑡).

189



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Теорема 14.2 Якщо sup
𝑖

|𝑎𝑖𝑖| <∞, то перша система рiвнянь Колмогорова має єдиний

розв’язок за початкових умов 𝑝𝑖𝑗(0) = 𝛿𝑖𝑗.

Теорема 14.3 Для однорiдного неперервного справа процесу Маркова при умовi

sup
𝑖

|𝑎𝑖𝑖| <∞

має мiсце друга система рiвнянь Колмогорова:

∀𝑖, 𝑗 𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑖𝑗(𝑡) =

∑︁
𝑘

𝑝𝑖𝑘(𝑡)𝑎𝑘𝑗.

яка в матричному видi може бути подана так:

𝑃 ′(𝑡) = 𝑃 (𝑡)𝐴.

Iз останньої теореми можна отримати систему диференцiальних рiвнянь для безумов-
них iмовiрностей 𝑝𝑗(𝑡) = P {𝜉(𝑡) = 𝑥𝑗}:

∀𝑗 𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑗(𝑡) =

∑︁
𝑘

𝑝𝑘(𝑡)𝑎𝑘𝑗,

яка розв’язується за деяких початкових умов 𝑝𝑗(0) = 𝑝0𝑗 , де
{︀
𝑝0𝑗
}︀

є початковим розподiлом
процесу, тобто 𝑝0𝑗 = P {𝜉(0) = 𝑥𝑗}.

Початковий розподiл 𝑞 = {𝑞𝑗}∞𝑗=1 називається стацiонарним, якщо безумовнi iмовiр-

ностi 𝑝𝑗(𝑡) не змiнюються з перебiгом часу 𝑡: 𝑝𝑗(𝑡) =
∞∑︀
𝑖=1

𝑞𝑖𝑝𝑖𝑗(𝑡) ≡ 𝑞𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . Його

шукають як розв’язок системи лiнiйних рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩
∞∑︀
𝑖=1

𝑞𝑖𝑎𝑖𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, . . .

∞∑︀
𝑖=1

𝑞𝑖 = 1 (умова нормування).
(14.1)

Однорiдний процес Маркова називається ергодичним, якщо iснує iмовiрнiсний роз-
подiл 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑗, . . .), 𝜋𝑗 > 0 такий, що для будь-яких 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . iснує незалежна вiд 𝑖
границя

lim
𝑡→∞

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝜋𝑗.

В цьому випадку розподiл 𝜋 називається ергодичним.
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Теорема 14.4 (Ергодична теорема для процесу Маркова) Якщо для неперервно-
го справа процесу Маркова вкладений ланцюг незвiдний, то для будь-яких 𝑖, 𝑗 iснують

lim
𝑡→∞

𝑝𝑖𝑗(𝑡) = 𝜋𝑗 > 0.

Якщо до того ж 𝑝𝑖𝑗(𝑡) задовольняють другiй системi рiвнянь Колмогорова, а числа 𝜋𝑗
такi, що ∑︁

𝑗

𝜋𝑗 (−𝑎𝑗𝑗) <∞,

то для усiх 𝑖 ∑︁
𝑗

𝜋𝑗𝑎𝑗𝑖 = 0,

тобто ергодичний розподiл 𝜋 збiгається iз стацiонарним.

Приклад 14.1

Нехай задано ланцюг Маркова з неперервним часом, двома станами 0, 1 та iнфi-
нiтезимальною матрицею 𝐴 вигляду:

𝐴 =

(︃
−𝜆 𝜆

𝜇 −𝜇

)︃
.

а) Знайти перехiднi ймовiрностi 𝑝𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 0, 1.
б) Знайти ймовiрностi станiв в довiльний момент часу 𝑡, якщо початковий розподiл
𝑝(0) = (𝑝00, 𝑝

0
1).

в) Чи iснують граничнi ймовiрностi 𝑝0(∞), 𝑝1(∞)? Якщо iснують, то чи залежать вони
вiд початкового розподiлу?
г) Показати, що вкладений ланцюг Маркова ергодичний i знайти (не використовуючи
результат п. в) ) ергодичний розподiл ймовiрностей та середню долю часу, що процес
проводить в кожному зi станiв.

Розв’язок: а) Граф переходiв процесу виглядає таким чином:

0 1

𝜆

𝜇
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Оскiльки 𝑝01(𝑡) = 1 − 𝑝00(𝑡) i 𝑝10(𝑡) = 1 − 𝑝11(𝑡), то перша система Колмогорова
буде мати вигляд: {︃

𝑝′00(𝑡) + (𝜆+ 𝜇)𝑝00(𝑡) = 𝜇

𝑝′11(𝑡) + (𝜆+ 𝜇)𝑝11(𝑡) = 𝜆
.

Кожне рiвняння цiєї системи розв’язуємо методом варiацiї довiльної сталої i одержуємо:

𝑝00(𝑡) =

(︂
1− 𝜇

𝜆+ 𝜇

)︂
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡 +

𝜇

𝜆+ 𝜇
, 𝑝11(𝑡) =

(︂
1− 𝜆

𝜆+ 𝜇

)︂
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡 +

𝜆

𝜆+ 𝜇

б) СДР Колмогорова для безумовних ймовiрностей має вигляд⎧⎨⎩𝑝′0(𝑡) = −𝜆𝑝0(𝑡) + 𝜇𝑝1(𝑡);

𝑝′1(𝑡) = 𝜆𝑝0(𝑡)− 𝜇𝑝1(𝑡).

Знову, оскiльки 𝑝0(𝑡) + 𝑝1(𝑡) = 1, маємо

𝑝′0(𝑡) = −(𝜆+ 𝜇)𝑝0(𝑡) + 𝜇.

Розв’язуючи це рiвняння з урахуванням початкового розподiлу, маємо

𝑝0(𝑡) =
𝜇

𝜆+ 𝜇
+

(𝜆+ 𝜇)𝑝00 − 𝜇

𝜆+ 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡

𝑝1(𝑡) = 1− 𝑝0(𝑡) =
𝜆

𝜆+ 𝜇
+

(𝜆+ 𝜇)𝑝01 − 𝜆

𝜆+ 𝜇
𝑒−(𝜆+𝜇)𝑡

в) Легко бачити, що iснують границi цих ймовiрностей при 𝑡→ ∞ :

lim
𝑡→∞

𝑝0(𝑡) =
𝜇

𝜆+ 𝜇
;

lim
𝑡→∞

𝑝1(𝑡) =
𝜆

𝜆+ 𝜇
,

якi не залежать вiд початкового розподiлу.

г) Оскiльки кiлькiсть станiв скiнченна i вони сполучаються, то ланцюг є ергоди-
чним, отже, iснує єдиний граничний розподiл ймовiрностей 𝜋̄ = (𝜋0, 𝜋1), який спiвпадає
зi стацiонарним. Знаходимо його з системи (14.1)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−𝜆𝜋0 + 𝜇𝜋1 = 0;

𝜆𝜋0 − 𝜇𝜋1 = 0;

𝜋0 + 𝜋1 = 1.

Звiдси маємо

𝜋0 =
𝜇

𝜆+ 𝜇
, 𝜋1 =

𝜆

𝜆+ 𝜇
.

Середня доля часу, який процес проводить в станi 0, дорiвнює 𝜇
𝜆+𝜇

, а в станi 1 – 𝜆
𝜆+𝜇

.
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Процесом загибелi та народження називається однорiдний процес Маркова iз мно-
жиною станiв 𝑋 = {0, 1, 2, . . .}, для вкладеного марковського ланцюга якого iз кожного стану
𝑛 можливими є переходи лише в стан 𝑛− 1 та 𝑛+ 1, а зi стану 0 – лише в стан 1. Якщо 𝜉(𝑡)
iнтерпретувати як число iндивiдiв деякої популяцiї, то перехiд 𝑛→ 𝑛+1 означає народження
(а перехiд 𝑛 → 𝑛 − 1 означає загибель) деякого iндивiда, причому в загальному випадку не
виключено самозародження (0 → 1).

Для неперервного справа процесу загибелi та народження iснують iнтенсивностi пе-
реходiв. Позначимо через 𝜆𝑖 = 𝑎𝑖 𝑖+1 (𝑖 = 0, 1, . . .), 𝜇𝑖 = 𝑎𝑖 𝑖−1 (𝑖 = 1, 2, . . .). Величини 𝜆𝑖

та 𝜇𝑖 є вiдповiдно iнтенсивностями народження та загибелi. Iнфiнiтезимальна матриця
(матриця iнтенсивностей) набуває вигляду:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−𝜆0 𝜆0 0 0 . . .

𝜇1 −(𝜆1 + 𝜇1) 𝜆1 0 . . .

0 𝜇2 −(𝜆2 + 𝜇2) 𝜆2 . . .

0 0 𝜇3 −(𝜆3 + 𝜇3) . . .
...

...
...

... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

0 1 2 ...

𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆𝑖−2 𝜆𝑖−1 𝜆𝑖 𝜆𝑖+1

𝜇1 𝜇2 𝜇3 𝜇𝑖−1 𝜇𝑖 𝜇𝑖+1 𝜇𝑖+2

... 𝑖− 1 𝑖 𝑖+ 1 ...

Рис. 14.1: Граф переходiв процесу народження та загибелi

Система диференцiйних рiвнянь Колмогорова для безумовних ймовiрностей станiв для
процесiв народження та загибелi набуває вигляду:

𝑑𝑝0(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆0𝑝0(𝑡) + 𝜇1𝑝1(𝑡),

𝑑𝑝𝑗(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑗−1𝑝𝑗−1(𝑡)− (𝜆𝑗 + 𝜇𝑗)𝑝𝑗(𝑡) + 𝜇𝑗+1𝑝𝑗+1(𝑡), 𝑗 ≥ 1. (14.2)

Приклад 14.2 Процес Пуассона

Розглянемо найпростiший процес чистого народження, який визначається як про-
цес, для якого 𝜇𝑖 = 0 ∀𝑖 > 0, а 𝜆𝑖 = 𝜆 для всiх 𝑖 = 0, 1, 2, .... Пiдставляючи цi значення в
рiвняння (14.2), матимемо

𝑑𝑝0(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆𝑝0(𝑡),
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𝑑𝑝𝑘(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑝𝑘−1(𝑡)− 𝜆𝑘𝑝𝑘(𝑡), 𝑘 ≥ 1. (14.3)

Для зручностi припустимо, що процес починається в нульовий момент часу з
нульового стану:

𝑝𝑘(0) =

⎧⎨⎩1, 𝑗 = 0;

0, 𝑗 ̸= 0.

Звiдси для 𝑝0(𝑡) маємо розв’язок
𝑝0(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡,

i пiдставляючи цей розв’язок в рiвняння (14.3) при 𝑗 = 1 приходимо до рiвняння
𝑑𝑝1(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑒−𝜆𝑡 − 𝜆𝑝1(𝑡).

Розв’язок цього диференцiйного рiвняння має вид

𝑝1(𝑡) = 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡,

Далi по iндукцiї знаходимо розв’язок рiвняння (14.3)

𝑝𝑘(𝑡) =
(𝜆𝑡)𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆𝑡, 𝑘 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

Ми отримали розподiл Пуассона. Таким чином, процес чистого народження з постiйною
iнтенсивнiстю 𝜆 приводить до послiдовностi ”народжень”, що утворює пуассонiвський
процес (потiк).

Потiк подiй 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 𝑜, який є процесом Пуассона (кiлькiсть подiй, якi трапи-
лись на iнтервалi часу [0, 𝑡)), має властивiсть незалежностi приростiв, яка забезпучує
марковську властивiсть: кiлькiсть подiй, яка трапиться в наступному iнтервалi часу,
не залежить вiд того, яка кiлькiсть подiй трапилась в минулому. Станами процесу є
множина {0, 1, 2, ...}. В кожному станi процес проводить час 𝜏𝑖, якi є н.о.р. випадковими
величинами, що мають показниковий розподiл з параметром 𝜆. Траєкторiя процесу мо-
же бути зображена сходинковою лiнiєю, де всi стрибки дорiвнюють 1, а довжина кожної
сходинки дорiвнює часу перебування процесу у вiдповiдному станi.

𝜉(𝑡)

𝑡𝑡1 = 𝜏1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 𝑡𝑘−1 𝑡𝑘

...

...

𝜏2

𝜏3

𝜏4

𝜏𝑘

1

2

3

𝑘 − 1

𝑘

...
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Задача 14.1. Розглянемо 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0 – процес чистого народження з iнтенсивностями на-
родження 𝜆𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., якi залежать вiд стану процесу. Виписати першу та другу систему
диференцiальних рiвнянь Колмогорова для перехiдних ймовiрностей.

Задача 14.2. Нехай 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0 – процес чистого народження i 𝜆2𝑛 = 𝑎, 𝜆2𝑛+1 = 𝑏, 𝑛 = 0.1, ....
Треба знайти 𝑃1(𝑡) = P {𝜉(𝑡) є непарним }, 𝑃2(𝑡) = P {𝜉(𝑡) є парним }, якщо 𝜉(0) = 0.

Задача 14.3. Розглянемо процес чистої загибелi 𝜉(𝑡), для якого 𝜇𝑛 = 𝑛 ·𝜇, 𝑛 = 1, 2, .... Треба
знайти 𝑝𝑖𝑗(𝑡) = P {𝜉(𝑡) = 𝑗|𝜉(0) = 𝑖} для 𝑗 = 0.1, ..., 𝑖.

Задача 14.4. Для пуассонiвського процесу 𝜉(𝑡) з параметром 𝜆 знайти коварiацiю мiж 𝜉(𝑡)

i 𝜉(𝑡+ 𝜏), де 𝑡, 𝜏 > 0.

Задача 14.5. Нехай 𝜉(1)(𝑡), 𝜉(2)(𝑡), ..., 𝜉(𝑘)(𝑡) незалежнi пуассонiвськi процеси з iнтенсивно-
стями 𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑘 вiдповiдно. Довести, що 𝜉(𝑡) = 𝜉(1)(𝑡)+ 𝜉(2)(𝑡)+ ...+ 𝜉(𝑘)(𝑡) є пуассонiвським
процесом з iнтенсивнiстю 𝜆 = 𝜆1 + 𝜆2 + ...+ 𝜆𝑘.

Задача 14.6. Розглянемо пуассонiвський процес з iнтенсивнiстю 𝜆 як потiк вимог. Кожну

вимогу з ймовiрнiстю 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘,
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1, вiднесемо до 𝑖-го пiдпотоку незалежно вiд

iнших вимог. Довести, що 𝑖-ий пiдпотiк є пуассонiвським процесом з iнтенсивнiстю 𝜆𝑝𝑖.

Задача 14.7. Для пуассонiвського процесу 𝜉(𝑡) та для 𝑇 > 𝑡 i 𝑛 ≥ 𝑘 довести, що

P(𝜉(𝑡) = 𝑘|𝜉(𝑇 ) = 𝑛) = 𝐶𝑘
𝑛(𝑡/𝑇 )

𝑘(1− 𝑡/𝑇 )𝑛−𝑘.

Задача 14.8. В пологовому будинку народжується в середньому 28 дiтей за тиждень. Нехай
в певний день народилось 6 дiтей. Припускаючи, що кiлькiсть дiтей, якi народилися, утво-
рюють пуассонiвський потiк, знайти ймовiрнiсть того, що
а) в наступнi два днi народиться по 3 дитини;
б) протiгом наступних двох днiв народиться 6 дiтей;
в) математичне сподiвання кiлькостi днiв в липнi, коли народиться рiвно одна дитина.

Задача 14.9. Надходження електронних листiв на сервер може бути змодельовано про-
цесом Пуассона. Нехай в середньому надходить 330 листiв за хвилину. Яка iнтенсивнiсть
надходження листiв за секунду? Яке математичне сподiвання часу мiж надходженням двох
послiдовних листiв?

Задача 14.10. Вiдвiдувачi офiсу утворюють пуассонiвський потiк, причому в середньому
приходять 4 особи впродовж години. Знайти ймовiрнiсть того, що
а) впродовж години нiхто не прийде;
б) впродовж 30 хвилин прийде 3 особи;
в) за 45 хв. прийде бiльше двох осiб.

Задача 14.11. Для пуассонiвського потоку подiй з параметром 𝜆 розглянемо подiю {Тра-
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пилась рiвно одна подiя на iнтервалi часу [0, 2𝑠]}. Ймовiрнiсть цiєї подiї

P{𝜉2𝑠 = 1} = 𝜆 · 2𝑠 · 𝑒−𝜆·2𝑠. (14.4)

Вказана подiя еквiвалентна такiй подiї: {На промiжку [0, 𝑠) не трапилось жодної подiї, а на
промiжку [𝑠, 2𝑠] трапилась рiвно одна подiя, АБО на промiжку [𝑠, 2𝑠] не трапилось жодної
подiї, а на промiжку [0, 𝑠) трапилась рiвно одна подiя}. Перевiрити, використовуючи власти-
востi пуассонiвського процесу, що ймовiрнiсть цiєї подiї буде дорiвнювати (14.4).

Задача 14.12. k-вимiрним процесом Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 називають набiр
𝑋1, 𝑋2, ... випадкових точок, якi володiють такими властивостями: якщо 𝜈(𝐴) – це кiль-
кiсть таких точок в множинi 𝐴, то

1. (однорiднiсть) Випадкова величина 𝜈(𝐴) має розподiл Пуассона з параметром 𝜆𝑚(𝐴);

2. (незалежнiсть) Якщо множини 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛 не перетинаються, то випадковi вели-
чини 𝜈(𝐴1), 𝜈(𝐴2), ..., 𝜈(𝐴𝑛) є незалежними в сукупностi.

Нехай локалiзацiя дефектiв певної поверхнi (з певного матерiалу) узгоджується з дво-
вимiрною моделлю пуассонiвського процесу. Для цього матерiалу вiдомо, що вiн мiстить в
середньому 5 дефектiв на квадратний метр. Яка ймовiрнiсть того, що смужка довжиною 2м
та шириною 5см не буде мiстити дефектiв?

Задача 14.13. Нехай 𝜉 – випадкова величина, яка має розподiл Пуассона з параметром 𝜆.

Довести, що якщо 𝜆 < 1, то ймовiрностi P{𝜉 = 𝑘} будуть строго спадати з ростом 𝑘, якщо
𝜆 > 1, то P{𝜉 = 𝑘} спочатку зростає, потiм спадає. Як будуть себе поводити цi ймовiрностi
при 𝜆 = 1?

Задача 14.14. Нехай 𝜉 – випадкова величина, що має розподiл Пуассона, для якої P{𝜉 =

0} = P{𝜉 = 1}. Чому дорiвнює M𝜉?

Задача 14.15. Знайти функцiю розподiлу момента 𝜏1 появи першої подiї пуассонiвського
потоку з iнтенсивнiстю 𝜆, якщо вiдомо, що до моменту часу 𝑇 трапилась рiвно одна подiя.

Задача 14.16. Модель Пуассона використовують для дослiдження потоку машин, якщо
вони їдуть повiльно. Нехай 20-хвилинний iнтервал роздiлено на пiдiнтервали по 10 с. В певнiй
точцi автотраси реєструється кiлькiсть машин, якi проїхали протягом кожного пiдiнтервалу.
Нехай 𝜈𝑖 – кiлькiсть пiдiнтервалiв, в яких проїхало 𝑖 машин, 𝑖 = 0, 1, ..., 9. Припустимо, що
зафiксовано такi результати спостереження:

𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝜈𝑖 19 38 28 20 7 3 4 0 0 1

Загальна кiлькiсть машин, якi проїхали повз реєстратор за цi 20 хвилин, дорiвнює 230.
a) Як можна було б обчислити параметр iнтенсивностi потоку 𝜆?
б) Припустимо, що ймовiрнiсть того, що не проїхало жодної машини за 10 секунд, можна
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оцiнити величиною 𝜈0, дiленою на загальну кiлькiсть пiдiнтервалiв спостережень. Чи узго-
джується це (логiчно) зi значенням, яке Ви запропонували для п. а)?
в) Що можна було б запропонували в якостi оцiнки ймовiрностi того, що за 10 секунд проїде
10 машин?

Задача 14.17. Розглянемо один з засобiв визначення багатовимiрного пуассонiвського про-
цесу. Нехай (𝜉(𝑡), 𝜂(𝑡)) – двовимiрний вектор, де 𝜉(𝑡) = 𝛼(𝑡) + 𝛿(𝑡), 𝜂(𝑡) = 𝛽(𝑡) + 𝛿(𝑡), а 𝛼(𝑡),
𝛽(𝑡), 𝛿(𝑡) – три незалежних пуассонiвськi процеси з параметрами 𝜆1, 𝜆2 i 𝜆3 вiдповiдно. Треба
знайти генератрису (𝜉(𝑡), 𝜂(𝑡)).

Задача 14.18. Для ланцюга Маркова 𝜉(𝑡) ∈ {1, 2}, який визначений у прикладi на стор.
191, позначимо через 𝜏𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 2 сумарний час перебування у станi ”𝑘” на промiжку (0, 𝑡).
Треба знайти 𝑚𝑖𝑗(𝑡) = M(𝜏𝑗(𝑡)| 𝜉0 = 𝑖), 𝑖, 𝑗 = 1, 2.

Задача 14.19. Нехай iнфiнiтезимальна матриця ланцюга Маркова з неперервним часом має
вигляд ⎛⎜⎝ −𝜆 𝜆 0

𝜇 −(𝜆+ 𝜇) 𝜆

𝜇 0 −𝜇

⎞⎟⎠ .

Треба знайти матрицю переходу за один крок вкладеного ланцюга i його стацiонарнi ймовiр-
ностi.

Задача 14.20. На телефонну лiнiю зв’язку можуть надходити виклики двох типiв: простi
i термiновi. Будь-який виклик, що надiйшов у вiльну лiнiю, займає її. Простий виклик, що
надiйшов у зайняту лiнiю, отримує вiдмову i губиться. Термiновий виклик, що надiйшов у
зайняту лiнiю, перериває розмову, яку ведуть у цей момент часу, i сам займає лiнiю. Моменти
надходження простих i термiнових викликiв утворюють пуассонiвськi процеси з iнтенсивно-
стями 𝜆1 i 𝜆2 вiдповiдно. Випадковий час розмови має показниковий розподiл з параметром 𝜇.
Треба побудувати ланцюг Маркова з трьома станами, який вiдповiдає описаному вище про-
цесу обслуговування, i знайти стацiонарнi ймовiрностi того, що лiнiя вiльна, зайнята простим
викликом, зайнята термiновим викликом.

Задача 14.21. Є два трансатлантичних кабелi, кожен з яких може передавати тiльки одне
телеграфне повiдомлення. Час роботи до вiдмови кожного кабелю розподiлений за показнико-
вим законом з параметром 𝜆. Час ремонту кожного кабелю має один i той самий показниковий
розподiл з параметром 𝜇. Треба знайти ймовiрнiсть того, що у момент часу 𝑡 обидва кабелi
справнi, якщо така ж ситуацiя була у початковий момент.

Задача 14.22. У молекулярнiй бiологiї виникає наступна задача. Поверхня бактерiї мi-
стить декiлька точок, де можуть прикрiплюватись молекули, що надiйшли ззовнi, якщо вони
мають правильну будову. Молекули, що мають правильну будову, будемо називати допусти-
мими. Розглянемо фiксовану точку i будемо вважати, що молекули надходять у цю точку
у вiдповiдностi до пуассонiвського процесу з параметром 𝜇. Долю 𝑝 (0 < 𝑝 < 1) цих моле-
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кул складають допустимi. Недопустимi молекули перебувають у цiй точцi випадковий час,
розподiлений за показниковим законом з параметром 𝜆. Поки вони прикрiпленi до бактерiї,
вони перешкоджають iншим молекулам. Допустима молекула займає це мiсце назавжди i та-
кож перешкоджає iншим молекулам. Знайти ймовiрнiсть того, що точка вiльна вiд молекул
у момент часу 𝑡.

Задача 14.23. Телефонний вузол має 𝑚 каналiв зв’язку. Моменти надходження викликiв
утворюють пуассонiвський процес з параметром 𝜆. Виклики обслуговуються, якщо є вiль-
ний канал зв’язку. У протилежному випадку вони губляться. Тривалiсть кожної розмови є
випадковою величиною, розподiленою за показниковим законом з параметром 𝜇. Тривалостi
окремих розмов – незалежнi випадковi величини. Треба знайти стацiонарний розподiл числа
зайнятих каналiв.

Задача 14.24. Система складається з 𝑁 iдентичних компонент, кожна з яких працює не-
залежно вiд iнших випадковий час до вiдмови. Час роботи до вiдмови має показниковий
розподiл з параметром 𝜆. Коли яка-небудь компонента вiдмовляє, вона ремонтується. Час
ремонту є випадковою величиною, розподiленою за показниковим законом з параметром 𝜇.
Треба знайти середнє число працюючих компонент системи у стацiонарному режимi.

Задача 14.25. Нехай 𝜉(𝑡) ∈ {0.1, ..., 𝑁} - ланцюг Маркова з неперервним часом, який зада-
ється iнфiнiтезимальною матрицею

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−𝜆 𝜆 0 . . . 0 0 0

𝜇 −(𝜆+ 𝜇) 𝜆 . . . 0 0 0

. . .

0 0 0 . . . 𝜇 −(𝜆+ 𝜇) 𝜆

. . . 𝜇 −𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Треба знайти стацiонарнi ймовiрностi 𝜋(𝑁)
𝑖 , 𝑖 = 0.1, ..., 𝑁 як функцiї 𝜌 = 𝜆/𝜇. У випадку 𝜌 < 1

знайти границi
𝜋𝑗 = lim

𝑁→∞
𝜋
(𝑁)
𝑗 , 𝑗 = 0.1, ...

Для 𝜌 > 1 знайти границi
𝜋*
𝑗 = lim

𝑁→∞
𝜋
(𝑁)
𝑁−𝑗, 𝑗 = 0.1, ...

Задача 14.26. Розглянемо процес народження i загибелi, для якого iнтенсивностi народже-
ння i загибелi дорiвнюють вiдповiдно

𝜆𝑘 = (𝑘 + 2)𝜆 𝑘 = 0, 1, 2, ... i 𝜇𝑘 = 𝑘 · 𝜇, 𝑘 = 1, 2, ...

Треба знайти стацiонарнi ймовiрностi 𝜋𝑘, 𝑘 = 0.1, 2, ....

Задача 14.27. Розглянемо процес народження i загибелi, для якого iнтенсивностi народже-
ння i загибелi дорiвнюють вiдповiдно

𝜆𝑘 =

{︃
𝜆, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁,

2𝜆, 𝑘 > 𝑁,
𝑘 = 0, 1, 2, ... 𝜇𝑘 = 𝜇, 𝑘 = 1, 2, ...
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З’ясувати, для яких 𝜆 i 𝜇 iснують стацiонарнi ймовiрностi 𝜋𝑘, 𝑘 = 0.1, 2, ... i знайти їх.

Задача 14.28. Нехай 𝜉(𝑡) ∈ {0.1, ...} є процесом народження i загибелi з iнтенсивностями
загибелi 𝜇𝑛 > 0, 𝑛 = 1, 2, ... i iнтенсивностями народження 𝜆𝑛 = 𝜆 > 0, 𝑛 = 0.1, .... Будемо
припускати, що для 𝜉(𝑡) виконуються умови iснування стацiонарного розподiлу i початковий
розподiл збiгається зi стацiонарним. Довести, що число випадкiв загибелi на промiжку часу
[0, 𝑡] має розподiл Пуассона з параметром 𝜆 · 𝑡.

Задача 14.29. Розглянемо систему масового обслуговування, на вхiд якої ззовнi надхо-
дить пуассонiвський потiк вимог iнтенсивностi 𝜆. Для обслуговування вимог є необмежена
кiлькiсть однотипних приладiв. Час обслуговування розподiлений за показниковим законом
з параметром 𝜇. Нехай 𝜉(𝑡) – число зайнятих приладiв у момент часу 𝑡. Треба знайти:

а) стацiонарний розподiл для процесу 𝜉(𝑡);

б) при умовi, що у початковий момент система порожня, ймовiрностi 𝑝𝑘(𝑡) = P(𝜉(𝑡) = 𝑘),
𝑘 = 0.1, ..., як функцiї вiд 𝑡.

Задача 14.30. Пуассонiвський потiк вимог iнтенсивностi 𝜆 обслуговується одним приладом.
Час обслуговування розподiлений за показниковим законом з параметром 𝜇. Якщо прилад
зайнятий, то утворюється черга. Через 𝜉(𝑡) будемо позначати число вимог у системi. При якiй
умовi на параметри 𝜆 i 𝜇 для 𝜉(𝑡) iснує стацiонарний розподiл? Якщо стацiонарний розподiл
iснує, знайти явний вигляд стацiонарних ймовiрностей.

Задача 14.31. Розглянемо марковську систему масового обслуговування з одним приладом i
повторними викликами. Це означає, що на обслуговуючий прилад надходить пуассонiвський
потiк вимог iнтенсивностi 𝜆. Час обслуговування розподiлений за показниковим законом з
параметром 𝜇. За умови, що у момент надходження вимоги, прилад вiльний, вимога займає
його i одразу починається її обслуговування. У протилежному випадку вимога стає джерелом
повторних викликiв. Незалежно вiд iнших вимог вона через випадковий час, розподiлений
за показниковим законом з параметром 𝜈, опитує прилад. Якщо вiн вiльний, то займає його.
Якщо прилад зайнятий, то продовжує опитування. Процес обслуговування у системi, що
розглядається, буде двовимiрним

𝜉(𝑡) = (𝜉1(𝑡), 𝜉2(𝑡)).

Перша компонента 𝜉1(𝑡) приймає два значення – 0 або 1 в залежностi вiд того, вiльний обслу-
говуючий прилад, чи нi. Друга компонента 𝜉2(𝑡) ∈ {0.1, ...} дорiвнює числу джерел повторних
викликiв. Треба з’ясувати, за якої умови для 𝜉(𝑡) iснує стацiонарний розподiл i виписати ста-
цiонарнi ймовiрностi через параметри 𝜆, 𝜇 i 𝜈.

Задача 14.32. Розглянемо ланцюг Маркова 𝜉(𝑡), 𝑡 ≥ 0, який визначено у задачi 14.30.
Методом генератрис знайти

𝑃0𝑘(𝑡) = P(𝜉(𝑡) = 𝑘| 𝜉(0) = 0), 𝑘 = 0.1, ...
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як функцiї вiд 𝑡.

Задача 14.33.* При умовi 𝜉(0) = 0 для процесу 𝜉(𝑡), який визначено у задачi 14.30, розгля-
немо випадкову величину

𝜏𝑛 = inf{𝑡 : 𝜉(𝑡) = 𝑛},

𝑛 – натуральне число. Виписати𝑚𝑛 = M𝜏𝑛 через параметри 𝜆, 𝜇, i у кожному з трьох випадкiв
a) 𝜆/𝜇 < 1, б) 𝜆/𝜇 = 1, в) 𝜆/𝜇 > 1

i знайти слабку границю 𝜏𝑛/𝑚𝑛 при 𝑛→ ∞.
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15 ВИКОРИСТАННЯ ЙМОВIРНIСНИХ
ХАРАКТЕРИСТИК В АКТУАРНИХ

РОЗРАХУНКАХ

Вивчення математичних моделей i методiв у страхуваннi прийнято називати актуар-
ною математикою (actuarial mathematics). Актуарна математика широко використовує зако-
ни та поняття теорiї ймовiрностей. Зокрема, значною мiрою це пов’язано з таким напрямком
актуарної науки, яким є теорiя страхування життя. Невизначенiсть моменту смертi є основ-
ним джерелом випадковостi при страхуваннi життя. Таким чином, ми можемо моделювати
тривалiсть людського життя невiд’ємною випадковою величиною 𝑋, стохастична приро-
да якої описується функцiєю розподiлу 𝐹 (𝑥). В актуарнiй математицi зазвичай працюють не
з функцiєю розподiлу, а з функцiєю

𝑠(𝑥) = 1− 𝐹 (𝑥),

яка називається функцiєю виживання. Отже, значення функцiї 𝑠(𝑥) – це є ймовiрнiсть
того, що людина доживе до вiку 𝑥 рокiв. З визначення випливає, що функцiя виживання має
наступнi властивостi:

• 𝑠(𝑥) спадає (нестрого);

• 𝑠(0) = 1, 𝑠(+∞) = 0;

• 𝑠(𝑥) неперервна справа.

Крiм того, природно передбачити, що 𝑠(𝑥) є неперервною, позаяк iнакше iснував би
деякий фiксований невипадковий момент у життi людини, в який вона помирала би з дода-
тньою ймовiрнiстю.

Друге природне обмеження, пов’язане зi спаданням функцiї виживання. Зрозумiло, що
𝑠(𝑥) має бути строго спадною функцiєю, iнакше iснував би фiксований невипадковий перiод
у життi людини, коли її смерть є неможливою. В актуарнiй математицi передбачається, що
випадкова величина 𝑋 може приймати як необмеженi значення, та i те, що iснує граничний
вiк 𝜔 (як правило, 𝜔 ∈ [100; 120] рокiв), для якого 𝑠(𝑥) = 0 при 𝑥 > 𝜔. Наведемо ще деякi
iмовiрнiснi поняття, що використовуються в актуарних розрахунках. Функцiя

𝑓(𝑥) = −𝑠′(𝑥) = 𝐹 ′(𝑥)

в точках своєї неперервностi називається в актуарнiй математицi кривою смертей. Вели-
чина

𝜇𝑥 =
𝑓(𝑥)

1− 𝐹 (𝑥)

називається iнтенсивнiстю смертностi, оскiльки при малих значеннях 𝑡 величина 𝜇𝑥𝑡 на-
ближено описує ймовiрнiсть смертi в iнтервалi (𝑥, 𝑥 + 𝑡) людини, що дожила до 𝑥 рокiв.
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Функцiя виживання пов’язана з iнтенсивнiстю смертi наступним чином:

𝑠(𝑥) = exp

⎧⎨⎩−
𝑥∫︁

0

𝜇𝑢𝑑𝑢

⎫⎬⎭ .

Вкрай важливим з практичної точки зору є такi характеристики тривалостi життя як його
математичне сподiвання

0
𝑒0, дисперсiя, та математичне сподiвання залишкового часу

життя людини
0
𝑒𝑥, що дожила до вiку х рокiв. Цi величини для актуарних задач можна

обчислити за наступними формулами:

0
𝑒0 = M𝑋 =

+∞∫︁
0

𝑠(𝑥)𝑑𝑥,

D𝑋 = M𝑋2 − (M𝑋)2, M𝑋2 = 2

+∞∫︁
0

𝑥𝑠(𝑥)𝑑𝑥,

0
𝑒𝑥 =

1

𝑠(𝑥)

+∞∫︁
𝑥

𝑠(𝑢)𝑑𝑢.

Задача 15.1. Показати, що середню тривалiсть життя
0
𝑒
𝑜
= M𝑋 можна розрахувати за

формулою:

0
𝑒
𝑜
=

+∞∫︁
0

𝑠(𝑥)𝑑𝑥.

Задача 15.2. Показати, що величину M𝑋2 можна обчислити за формулою

M𝑋2 = 2

+∞∫︁
0

𝑥𝑠(𝑥)𝑑𝑥.

Задача 15.3. Крива смертей задається формулою

𝑓(𝑥) =
2

𝜆
𝑥 exp

(︂
−𝑥

2

𝜆

)︂
, 𝜆 > 0.

Знайти 𝜇𝑥.

Задача 15.4. Пiдрахувати математичне сподiвання часу життя, що залишився людинi, яка
дожила до вiку 40 рокiв, якщо крива смертей задається формулою:

𝑓(𝑥) =
1

80
𝑒−

𝑥
40 +

1

160
𝑒−

𝑥
80 .

Задача 15.5. Нехай iнтенсивнiсть смертностi задається формулою: 𝜇𝑥 =
𝑥

𝑎(𝑥+ 𝑎)
. Знайти

𝑜
𝑒
𝑥
.
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Задача 15.6. При якому значеннi константи 𝑐 функцiя 𝑓(𝑥) =
𝑥

1089
𝑒−

𝑥
𝑐 може бути кривою

смертей?

Задача 15.7. Знайти iнтенсивнiсть смертностi 𝜇𝑥, якщо крива смертей має вигляд

𝑓(𝑥) =
1

60
𝑒−

𝑥
30 +

1

180
𝑒−

𝑥
90 .

Задача 15.8. Нехай крива смертей задається формулою

𝑓(𝑥) = 2𝑥5 exp

(︂
−𝑥

6

3

)︂
, 𝑥 > 0.

Знайти функцiю виживання 𝑠(𝑥), функцiю розподiлу тривалостi життя 𝐹 (𝑥) та iнтенсивнiсть
смертностi 𝜇𝑥.

Задача 15.9. Нехай крива смертей задається формулою

𝑓(𝑥) = exp

(︂
2𝑥− 1

2
(𝑒2𝑥 − 1)

)︂
, 𝑥 > 0.

Знайти функцiю виживання 𝑠(𝑥), функцiю розподiлу тривалостi життя 𝐹 (𝑥) та iнтенсивнiсть
смертностi 𝜇𝑥.

Задача 15.10. Нехай iнтенсивнiсть смертностi задається формулою 𝜇𝑥 = 𝑘𝑥𝑛, 𝑥 > 0, 𝑘 > 0,
𝑛 > 0. Знайти функцiю розподiлу тривалостi життя 𝐹 (𝑥), криву смертей 𝑓(𝑥) та функцiю
виживання 𝑠(𝑥).

Задача 15.11. Нехай крива смертей задається формулою

𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥𝑛 exp

(︂
−𝑘𝑥

𝑛+1

𝑛+ 1

)︂
, 𝑥 > 0.

Знайти функцiю виживання 𝑠(𝑥), функцiю розподiлу тривалостi життя 𝐹 (𝑥).

Задача 15.12. Нехай функцiя розподiлу тривалостi життя задається формулою

𝐹 (𝑥) = 0.01𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 100.

Знайти функцiю виживання 𝑠(𝑥), криву смертей 𝑓(𝑥) та iнтенсивнiсть смертностi 𝜇𝑥.
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16 ОЦIНЮВАННЯ НЕВIДОМИХ ПАРАМЕТРIВ
РОЗПОДIЛIВ

Вибiркою будемо називати сукупнiсть випадкових величин 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛), що спосте-
рiгаються в експериментi. Величини 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛 – це елементи вибiрки, 𝑛 – об’єм вибiрки.
Реалiзацiї вибiрки 𝜉 будемо позначати через 𝑥′ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛).

Вибiрковий простiр – множина усiх можливих значень вибiрки 𝜉:

𝑋 = {𝑥} .

Вибiрковий простiр може бути або усiм 𝑛-вимiрним евклiдовим простором 𝑅𝑒𝑛 , або його
частиною. У кожному конкретному випадку задається 𝜎-алгебра 𝑈 на вибiрковому просторi
𝑋. Пiд статистичною моделлю експерименту будемо розумiти набiр

(Ω, 𝑈,P) ,

де P – клас усiх допустимих розподiлiв випадкового вектора 𝜉, якi можуть бути заданими
на 𝑋.

Розподiл ймовiрностей довiльного випадкового вектора однозначно визначається його
функцiєю розподiлу. Тому статистична модель експерименту визначається вибiрковим про-
стором 𝑋 i сiмейством функцiй розподiлу 𝐹 , якому належить невiдома функцiя розподiлу

𝐹𝜉 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = P {𝜉1 ≤ 𝑥1, ..., 𝜉𝑛 ≤ 𝑥𝑛}

вибiрки 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛). Таким чином, статистичну модель можна задавати у виглядi (𝑋,𝑈, 𝐹 ).

Часто виникають ситуацiї, коли компоненти 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – незалежнi i розподiленi так,
як деяка випадкова величина 𝜉0. Це вiдповiдає експерименту, у якому провадяться повтор-
нi незалежнi спостереження над випадковою величиною 𝜉0. Таку модель можна задавати в
термiнах функцiї розподiлу 𝐹𝜉0(·), оскiльки 𝐹𝜉 (𝑥) = 𝐹𝜉1 (𝑥1) · ... · 𝐹𝜉𝑛 (𝑥𝑛), i 𝐹𝜉𝑖(·) = 𝐹𝜉0(·) для
𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. У цьому випадку говорять, що 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з розподiлу випадкової
величини 𝜉0.

Iнодi множину можливих значень 𝜉0 з розподiлом 𝐹𝜉0(·) називають генеральною су-
купнiстю, яка має функцiю розподiлу 𝐹𝜉0(·), а вектор 𝜉 – вибiркою з генеральної суку-
пностi. Розподiл 𝜉0 позначають L (𝜉0).

Параметрична модель – це така модель, у якiй функцiї розподiлу з класу F заданi
з точнiстю до значень деякого параметру 𝜃, який приймає значення з множини Θ:

F = {𝐹 (𝑥; 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ} .

Говорять, що в цьому випадку вiдомий тип розподiлу випадкової величини, що спостерiгає-
ться. Невiдомим є тiльки параметр, вiд якого залежить розподiл.
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16.1 Оцiнювання невiдомих параметрiв

Розглянемо довiльну параметричну ймовiрнiсно-статистичну модель

F = {𝐹 (𝑥; 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ} .

яка вiдповiдає схемi повторних незалежних спостережень над деякою випадковою величиною
𝜉0. Нехай 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з розподiлу L (𝜉0) ∈ F .

У загальному виглядi задача оцiнки параметра 𝜃 формулюється так: використовуючи
статистичну iнформацiю, яка мiститься у виборцi 𝜉, зробити статистичнi висновки про дiйсне
значення 𝜃0 невiдомого параметра 𝜃, тобто оцiнити точку 𝜃0. Таким чином, задача оцiнювання
параметра 𝜃 полягає у побудовi наближених формул

𝜃0 ≈ 𝑇 (𝜉) (16.1)

де 𝑇 (𝑥) = 𝑇 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) – вимiрна функцiя на вибiрковому просторi 𝑋, яка приймає значення з
множини Θ. При цьому функцiя 𝑇 (𝑥) повинна бути однiєю i тiєю ж самою для усiх розподiлiв
𝐹 (𝑥, 𝜃) з даного сiмейства F .

Статистикою називається довiльна випадкова величина

𝑇 = 𝑇 (𝜉) ,

яка є функцiєю лише вiд вибiрки 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛). При точковому оцiнюваннi шукають стати-
стику 𝑇 = 𝑇 (𝜉), значення якої при заданiй реалiзацiї 𝑥′ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) вибiрки 𝜉 приймають
за наближене значення параметру 𝜃0. У цьому випадку говорять, що статистика 𝑇 (𝜉) оцiнює
𝜃 або що статистика 𝑇 (𝜉) є оцiнкою 𝜃. Як правило (але не завжди) область значень оцiнки
𝑇 (·) збiгається з Θ.

Ясно, що для оцiнювання 𝜃 можна використовувати рiзнi оцiнки i, щоб вибрати най-
кращу з них, треба мати критерiй якостi оцiнок. Цей критерiй визначається вибором мiри
близькостi оцiнки до дiйсного значення параметра. Якщо зафiксований клас оцiнок i вибрана
мiра близькостi, то оцiнка, що мiнiмiзує цю мiру близькостi, i буде оптимальною.

Припустимо, що параметр 𝜃 – скалярний. Статистика 𝑇 (𝜉) називається незсуненою
оцiнкою параметра 𝜃, якщо виконується умова

M𝜃𝑇 (𝜉) = 𝜃 для будь-якого 𝜃 ∈ Θ. (16.2)

Для оцiнок, якi не задовольняють умовi (16.2), величину

𝑏 (𝜃) = M𝜃𝑇 (𝜉)− 𝜃 (16.3)

називають зсувом оцiнки 𝑇 (𝜉). Середньоквадратичною похибкою оцiнки 𝑇 (𝜉) за ви-
значенням є

M𝜃(𝑇 (𝜉)− 𝜃)2 = D𝜃𝑇 + 𝑏2 (𝜃) . (16.4)
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Для незсунених оцiнок середньоквадратична похибка збiгається з дисперсiєю D𝜃𝑇 (𝜉).

Для розширення застосувань передбачимо можливiсть оцiнювання не тiльки параме-
тра 𝜃, а i параметричної функцiї вiд нього 𝜏 (𝜃). У цьому випадку статистика 𝑇 = 𝑇 (𝜉) є
незсуненою оцiнкою для 𝜏 (𝜃), якщо виконується спiввiдношення

M𝜃𝑇 (𝜉) = 𝜏 (𝜃) для будь-якого 𝜃 ∈ Θ. (16.5)

Дамо формальне визначення поняття оптимальної оцiнки. Нехай треба оцiнити задану
параметричну функцiю 𝜏 = 𝜏 (𝜃) у моделi F = {𝐹 (𝑥; 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ} за статистичною iнформа-
цiєю, яка мiститься у виборцi 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛).

Припустимо, що для даної задачi iснують незсуненi оцiнки, тобто статистики 𝑇 (𝜉),
що задовольняють (16.5). Позначимо через ℑ𝜏 – клас усiх незсунених оцiнок. Додатково
припустимо, що дисперсiї усiх оцiнок з класу ℑ𝜏 скiнченнi. Якщо для 𝑇 * (·) ∈ ℑ𝜏 виконується
спiввiдношення

D𝜃𝑇
* ≤ D𝜃𝑇 для усiх 𝑇 (·) ∈ ℑ𝜏 i 𝜃 ∈ Θ, (16.6)

то оцiнку 𝑇 * (·) називають незсуненою оцiнкою з рiвномiрно мiнiмальною дисперсiєю
або оптимальною оцiнкою. Щоб пiдкреслити, що вона вiдноситься до функцiї 𝜏 (𝜃), ми
будемо також використовувати позначення 𝜏 *.

Будемо казати, що двi статистики 𝑇1 i 𝑇2 дорiвнюють одна однiй 𝑇1 = 𝑇2, якщо

𝑃𝜃 (𝜉 ∈ {𝑥 : 𝑇1 (𝑥) ̸= 𝑇2 (𝑥)}) = 0 для усiх 𝜃 ∈ Θ.

Справедлива наступна теорема про єдинiсть оптимальної оцiнки.

Теорема 16.1 Нехай 𝑇𝑖 = 𝑇𝑖 (𝜉), 𝑖 = 1, 2 – двi оптимальнi оцiнки для 𝜏 = 𝜏 (𝜃). Тодi

𝑇1 = 𝑇2.

Разом з властивостями незсуненостi i оптимальностi, що були введенi при фiксованому
об’ємi вибiрки, розглянемо асимптотичнi властивостi оцiнок.

Оцiнку 𝑇 (𝜉) = 𝑇 (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) = 𝑇𝑛 можна розглядати як послiдовнiсть оцiнок при 𝑛 →
∞. Послiдовнiсть оцiнок 𝑇𝑛 будемо називати асимптотично незсуненою при оцiнюваннi
параметричної функцiї 𝜏 (𝜃), якщо

lim
𝑛→∞

M𝜃𝑇𝑛 = 𝜏 (𝜃) для усiх 𝜃 ∈ Θ.
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Послiдовнiсть оцiнок 𝑇𝑛(𝜉) називається асимптотично нормальною при оцiнюваннi
параметра 𝜃 з коефiцiєнтом 𝜎2(𝜃), якщо

√
𝑛(𝑇𝑛 − 𝜃) =⇒

𝑛→∞
𝜂,

де випадкова величина 𝜂 має нормальний розподiл 𝑁(0, 𝜎2(𝜃)).

Асимптотична нормальнiсть оцiнок є важливою властивiстю послiдовностi оцiнок. В
подальшому ми побачимо, що ця властивiсть використовується, зокрема, при побудовi надiй-
них iнтервалiв для невiдомих параметрiв та в задачах перевiрки гiпотез про значення цих
параметрiв. Вона демонструє, окрiм iншого, що швидкiсть збiжностi до випадкової величи-
ни має порядок 1/

√
𝑛. Проте вiдсутнiсть такої властивостi не є чимось поганим. Натомiсть

для оцiнок, якi не є асимптотично ненормальними, порядок збiжностi навiть може виявитися
вищим.

Приклад 16.1

Нехай 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка розмiру 𝑛 з рiвномiрного розподiлу на iнтервалi [0, 𝜃] з
невiдомим параметром 𝜃 > 0. Чи є оцiнки 𝜃1 = 2𝜉 та 𝜃2 = 𝜉(𝑛) асимптотично нормальни-
ми?

Розв’язок. Згiдно ЦГТ (див. стор. 163),

√
𝑛(𝜃1 − 𝜃) =

√
𝑛(2𝜉 − 𝜃) =

√
𝑛

(︂
2

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖
𝑛

− 𝜃

)︂
=

=

∑︀𝑛
𝑖=1(2𝜉𝑖)− 𝑛𝜃√

𝑛
=

∑︀𝑛
𝑖=1(2𝜉𝑖)− 𝑛M(2𝜉1)√

𝑛
⇒ N(0,D(2𝜉1)) = N(0, 4D𝜉1).

Отже, оцiнка 𝜃1 = 2𝜉 є асимптотично нормальною з коефiцiєнтом

𝜎2(𝜃) = 4D𝜉1 = 4 · 𝜃
2

12
=
𝜃2

3
.

Для того, щоб перевiрити асимптотичну нормальнiсть оцiнки 𝜃2 = 𝜉(𝑛), скориста-
ємося визначенням слабкої збiжностi: послiдовнiсть випадкових величин 𝜉𝑛 ⇒ 𝜉0 збi-
гається за розподiлом (слабко) до випадкової величини 𝜉0 з функцiєю розподiлу 𝐹 (𝑥),

якщо для будь-якої точки 𝑥, яка є точкою неперервностi функцiї розподiлу 𝐹 (𝑥), має
мiсце збiжнiсть

P{𝜉𝑛 ≤ 𝑥} → 𝐹 (𝑥) при 𝑛→ ∞.

Вiдповiдно, слабка збiжнiсть величини
√
𝑛(𝜉(𝑛) − 𝜃) до випадкової величини, що має

нормальний розподiл N(0, 𝜎2(𝜃)) матиме мiсце, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ R

P{√𝑛(𝜉(𝑛) − 𝜃) ≤ 𝑥} → Φ(0,𝜎2(𝜃))(𝑥) при 𝑛→ ∞.
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Проте в точцi 𝑥 = 0 функцiя розподiлу величини
√
𝑛(𝜉(𝑛) − 𝜃) дорiвнює 1. А для нор-

мального розподiлу N(0, 𝜎2(𝜃)) функцiя розподiлу в нулi дорiвнює 1/2. Оскiльки 1 не
збiгається до 1/2 при 𝑛 → ∞, то слабка збiжнiсть

√
𝑛(𝜉(𝑛) − 𝜃) до випадкової величи-

ни, що має нормальний розподiл N(0, 𝜎2(𝜃)) не має мiсця, а отже оцiнка 𝜃2 = 𝜉(𝑛) не є
асимптотично нормальною.

При дослiдженнi оцiнок бiльш вагомою є наступна властивiсть. Послiдовнiсть оцiнок
𝑇𝑛 параметричної функцiї 𝜏 (𝜃) називається конзистентною для 𝜏 (𝜃), якщо

𝑇𝑛
𝑃𝜃=⇒

𝑛→∞
𝜏 (𝜃) для усiх 𝜃 ∈ Θ.

Якщо збiжнiсть за ймовiрнiстю замiнити на збiжнiсть з iмовiрнiстю 1, то будемо мати
сильну конзистентнiсть.

Для того, щоб перевiрити конзистентнiсть оцiнки, зазвичай використовують один з
трьох наступних способiв.

1) Конзистентнiсть доводиться на основi безпосереднього обчислення функцiї розподi-
лу оцiнки та перевiрки збiжностi за визначенням (див. приклад 16.2 на стор. 209):

P{|𝑇𝑛 − 𝜏(𝜃)| > 𝜀} −→
𝑛→∞

0.

2) Для оцiнок, побудованих по усереднених сумах, перевiрка конзистентностi спира-
ється на використання закону великих чисел (див. стор 162) (сильна конзистентнiсть – на
використання посиленого ЗВЧ) та Твердження 1.

Твердження 1. Нехай випадковi величини 𝜂1(𝑛), .., 𝜂𝑟(𝑛) збiгаються за ймовiрнiстю
при 𝑛 → ∞ до деяких сталих 𝑐1, ..., 𝑐𝑟. Тодi для довiльної функцiї 𝜑(𝑥1, ..., 𝑥𝑟), неперервної в
точцi (𝑐1, ..., 𝑐𝑟),

𝜑(𝜂1(𝑛), .., 𝜂𝑟(𝑛))
P−→

𝑛→∞
𝜑(𝑐1, ..., 𝑐𝑟).

3) При доведеннi конзистентностi використовується наступний допомiжний результат.

Твердження 2. Якщо зсув 𝑏𝑛(𝜃) = M𝜃𝑇𝑛 − 𝜏(𝜃) i дисперсiя D𝜃𝑇𝑛 прямують до нуля
при 𝑛→ ∞, то оцiнка 𝑇𝑛 є конзистентною оцiнкою 𝜏(𝜃).
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Приклад 16.2

Для випадкових величин 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, рiвномiрно розподiлених на вiдрiзку [0, 𝜃],
доведемо конзистентнiсть оцiнки 𝜃1 = 𝜉(𝑛) = max{𝜉1, ..., 𝜉𝑛} параметра 𝜃
а) безпосередньо обчислюючи функцiю розподiлу;
б) застосовуючи Твердження 2.

Розв’язок. а) Функцiя розподiлу 𝑛-тої порядкової статистики дорiвнює 𝐹𝜉(𝑛)
(𝑥) =

(𝑥/𝜃)𝑛 при 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜃 (доведiть це аналогiчно п.1 прикладу 16.4). Оскiльки P{𝜉(𝑛) ≤ 𝜃} =

1, то для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 𝜃) маємо

P{|𝜃1 − 𝜃| > 𝜀} = P{𝜉(𝑛) ≤ 𝜃 − 𝜀} = (1− 𝜀/𝜃)𝑛 → 0 при 𝑛→ ∞,

що означає, що оцiнка конзистентна.

б) Використовуючи функцiю розподiлу 𝑛-тої порядкової статистики 𝜉(𝑛), можна
знайти M𝜃1 = M𝜉(𝑛) =

𝑛𝜃
𝑛+1

→ 𝜃 та D𝜃1 = D𝜉(𝑛) =
𝑛𝜃2

(𝑛+1)2(𝑛+2)
→ 0 при 𝑛 → ∞. Отже,

оцiнка конзистентна.

Приклад 16.3

Для статистичної моделi прикладу 16.2 розглянемо оцiнку 𝜃2 = (𝑛 + 1)𝜉(1), де
𝜉(1) = min{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}. Використовуючи функцiю розподiлу першої порядкової статистики
𝜉(1) рiвномiрного на [0, 𝜃] розподiлу, можемо знайти її математичне сподiвання (знайдiть
його аналогiчно п.1 прикладу 16.4), i в результатi матимемо

M𝜃2 = (𝑛+ 1)M𝜉(1) = (𝑛+ 1)

(︂
𝜃 − 𝑛𝜃

𝑛+ 1

)︂
= 𝜃.

З незалежностi випадкових величин 𝜉1, .., 𝜉𝑛 випливає, що при 𝑛→ ∞

P
{︁
𝜃2 > 𝜃 + 𝜀

}︁
= P

{︀
(𝑛+ 1)𝜉(1) > 𝜃 + 𝜀

}︀
=

𝑛∏︁
𝑖=1

P

{︂
𝜉𝑖 >

𝜃 + 𝜀

𝑛+ 1

}︂
=(︂

1− 𝐹𝜉1

(︂
𝜃 + 𝜀

𝑛+ 1

)︂)︂𝑛

=

(︂
1− 𝜃 + 𝜀

𝜃(𝑛+ 1)

)︂𝑛

→ 𝑒−(𝜃+𝜀)/𝜃 ̸→ 0.

Отже, оцiнка 𝜃2 = (𝑛+1)𝜉(1) є незсуненою, але не є конзистентною оцiнкою пара-
метра 𝜃.
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Приклад 16.4

Нехай 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу зi щiльнiстю

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1
𝑏−𝑎

, якщо 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];

0, якщо 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏].

Розглянемо оцiнки 𝜃1 = max{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}, 𝜃2 = min{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}, 𝜃3 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖, 𝜃4 =

1
2
(𝜉𝑛 + 𝜉𝑛−1). Якi з оцiнок 𝜃1, ..., 𝜃4 та яких параметрiв (можливо, вiдмiнних вiд a i b) є

незсуненими оцiнками? Конзистентними оцiнками?

Розв’язок. 1) 𝜃1 = max{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}. Знайдемо розподiл оцiнки 𝜃1.

𝐹𝜃1
(𝑥) = P{𝜃1 ≤ 𝑥} = P{max{𝜉1, ..., 𝜉𝑛} ≤ 𝑥} =

=
𝑛∏︁

𝑖=1

P{𝜉𝑖 ≤ 𝑥} =
𝑛∏︁

𝑖=1

∫︁ 𝑥

−∞
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

)︂𝑛

,

звiдки випливає, що 𝜃1 – абсолютно неперервна випадкова величина зi щiльнiстю

𝑓𝜃1(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝐹𝜃1

(𝑥) = 𝑛𝑓(𝑥)

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝑓(𝑡)𝑑𝑡

)︂𝑛−1

=

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛(𝑥− 𝑎)𝑛−1

(𝑏− 𝑎)𝑛
, якщо 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];

0, якщо 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏].

Тодi математичне сподiвання оцiнки 𝜃1

M𝜃1 =

∫︁ +∞

−∞
𝑥𝑓𝜃1(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑎+ 𝑛𝑏

𝑛+ 1
.

Отже, 𝜃1 не є незсуненою оцiнкою нi параметра 𝑎, нi параметра 𝑏, але M𝜃1 → 𝑏 при
𝑛→ ∞. Таким чином 𝜃1 є асимптотично незсуненою оцiнкою параметра 𝑏. З’ясуємо, чи
є 𝜃1 конзистентною оцiнкою параметра 𝑏. Для довiльного 𝜀 > 0

P{|𝜃1 − 𝑏| > 𝜀} =

∫︁ 𝑏−𝜀

−∞
𝑓𝜃1(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ +∞

𝑏+𝜀

𝑓𝜃1(𝑥)𝑑𝑥 =∫︁ 𝑏−𝜀

𝑎

𝑓𝜃1(𝑥)𝑑𝑥 =

(︂
1− 𝜀

𝑏− 𝑎

)︂𝑛

→
𝑛→∞

0,

тобто 𝜃1 є конзистентною оцiнкою параметра 𝑏.
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2) 𝜃2 = min{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}. Ця оцiнка дослiджується аналогiчно попереднiй. Її щiль-
нiсть дорiвнює

𝑓𝜃2(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛(𝑏− 𝑥)𝑛−1

(𝑏− 𝑎)𝑛
, якщо 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏];

0, якщо 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏].

Звiдси M𝜃2 =
𝑎𝑛+ 𝑏

𝑛+ 1
, тобто 𝜃2 – асимтотично незсунена оцiнка параметра 𝑎.

Аналогiчно випадку з 𝜃1 перевiряється те, що 𝜃2 є конзистентною оцiнкою пара-
метра 𝑎.

3) 𝜃3 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖. Обчислимо математичне сподiвання 𝜃3:

M𝜃3 = M
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

M𝜉𝑖 =
𝑎+ 𝑏

2
.

отже 𝜃3 – незсунена оцiнка параметра 𝑚 = 𝑎+𝑏
2

, середини iнтервалу. Далi, згiдно з за-
коном великих чисел 𝜃3 збiгається до 𝑚, тобто 𝜃3 є конзистентною оцiнкою параметра
𝑚.

4) 𝜃4 = 1
2
(𝜉𝑛 + 𝜉𝑛−1). Для цiєї оцiнки маємо

M𝜃4 =
1

2
(M𝜉𝑛 +M𝜉𝑛−1) =

𝑎+ 𝑏

2
.

отже 𝜃4 також є незсуненою оцiнкою параметра 𝑚 = 𝑎+𝑏
2

. Щiльнiсть 𝑓𝜃4(𝑥) оцiнки 𝜃4

шукаємо як згортку щiльностей рiвномiрних розподiлiв (див. роздiл 11), в результатi
одержуємо:

𝑓𝜃4(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥−𝑎

(𝑏−𝑎)2
, якщо 𝑥 ∈

[︀
𝑎, 𝑎+𝑏

2

]︀
;

4(𝑏−𝑥)
(𝑏−𝑎)2

, якщо 𝑥 ∈
[︀
𝑎+𝑏
2
, 𝑏
]︀
;

0, якщо 𝑥 ̸∈ [𝑎, 𝑏].

Графiк щiльностi 𝑓𝜃4(𝑥):
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𝑥
0 𝑎 𝑎+𝑏

2
𝑏𝑐− 𝜀 𝑐+ 𝜀

𝑐

𝑓(𝑡)

2
𝑏−𝑎

Якщо припустити, що 𝑓𝜃4(𝑥) збiгається за ймовiрнiстю до деякої константи 𝑐, то
для досить малого 𝜀 > 0

P{|𝜃4 − 𝑐| > 𝜀} =

∫︁
{𝑥:|𝑥−𝑐|>𝜀}

𝑓𝜃4(𝑥)𝑑𝑥

є константою, що не залежить вiд 𝑛 (заштрихована площа на рисунку), не збiгається до
0 при 𝑛→ ∞i, отже, не є конзистентною оцiнкою.

Оцiнки математичного сподiвання та дисперсiї. Для вибiрки 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 з генераль-
ної сукупностi 𝜉0 позначимо 𝑚 = M𝜉, 𝜎2 = D𝜉. Введемо позначення для вибiркових оцiнок
математичного сподiвання та дисперсiї:

𝜉 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖, 𝑆2
𝑛 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜉)2,

𝑆2
𝑛 =

1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜉)2, 𝑆2
𝑛 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 −𝑚)2.

Теорема 16.2 Нехай M𝜉20 <∞. Тодi:
а) статистика 𝜉 є незсуненою та сильно конзистентною оцiнкою параметра 𝑚;

б) статистики 𝑆2
𝑛, 𝑆

2
𝑛 є незсуненими та сильно конзистентними оцiнками параметра 𝜎2;

в) статистика 𝑆2
𝑛 є асимптотично незсуненою та сильно конзистентною оцiнкою пара-

метра 𝜎2.
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Зауваження (Щодо незсуненостi функцiї вiд оцiнки). В загальному випадку
незсуненiсть не зберiгається при функцiональному перетвореннi параметра, тобто якщо
𝜃𝑛 є незсуненою оцiнкою параметра 𝜃, то 𝑓(𝜃𝑛) не обов’язково буде незсуненою оцiнкою для
параметричної функцiї 𝑓(𝜃). Проте якщо функцiя лiнiйна по 𝜃, 𝑓(𝜃) = 𝑎𝜃 + 𝑏, то легко
показати, що 𝑎𝜃𝑛 + 𝑏 є незсуненою оцiнкою 𝑎𝜃 + 𝑏, якщо M𝜃𝑛 = 𝜃.

Приклад 16.5

Оцiнка 𝑆2
𝑛 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1(𝜉𝑖 − 𝑚)2 є незсуненою оцiнкою дисперсiї, параметра 𝜎2 нормаль-

ного розподiлу 𝑁(𝑚,𝜎2), якщо параметр 𝑚 вiдомий. Доведемо, що 𝑆𝑛 не є незсуненою
оцiнкою для параметра 𝜎 – стандартного вiдхилення.

Оскiльки елементи вибiрки 𝜉𝑖 ∼ 𝑁(𝑚,𝜎2), то (𝜉𝑖 − 𝑚)/𝜎 ∼ 𝑁(0, 1), а випадкова
величина 𝜂 =

∑︀𝑛
𝑖=1(𝜉𝑖 −𝑚)2/𝜎2 в свою чергу має розподiл 𝜒2(𝑛) з 𝑛 ступенями свободи.

Виразивши оцiнку 𝑆𝑛 = 𝜎√
𝑛

√
𝜂, маючи вираз для щiльностi 𝜒2(𝑛)-розподiлу, мо-

жемо знайти математичне сподiвання

M𝑆𝑛 =
𝜎√

𝑛2𝑛/2Γ(𝑛/2)

∫︁ +∞

0

√
𝑥𝑒−𝑥/2𝑥𝑛/2−1𝑑𝑥 =

=
𝜎
√
2√

𝑛Γ(𝑛/2)

∫︁ +∞

0

𝑒−𝑥𝑥(𝑛−1)/2𝑑𝑥 =
𝜎
√
2Γ((𝑛+ 1)/2)√
𝑛Γ(𝑛/2)

̸= 𝜎.

Отже, оцiнка 𝑆𝑛 є зсуненою.

Приклад 16.6

Для вибiркового контролю з партiї готової продукцiї вiдiбрано 𝑛 приладiв. Нехай
𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – їхнiй час роботи до вiдмови, причому 𝜉𝑖 – незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини, якi мають показниковий розподiл з невiдомим параметром 𝜃 > 0:
𝐹𝜃(𝑥) = 1− 𝑒−𝜃𝑥, 𝑥 ≥ 0. Треба оцiнити середнiй час до вiдмови приладу

𝜏(𝜃) = M𝜉1 =
1

𝜃
.

Згiдно теоремi 16.2, вибiркове середнє 𝜉 буде незсуненою оцiнкою для функцiї 𝜏(𝜃):
M𝜉 = M𝜉1 = 𝜏(𝜃). Але якщо спробувати оцiнити сам параметр 𝜃 за допомогою 𝜃 = 1/𝜉,
то отримаємо зсунену оцiнку.
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16.2 Нерiвнiсть Рао-Крамера i ефективнi оцiнки

Розглянемо схему повторних незалежних спостережень над випадковою величиною 𝜉0.
Нехай 𝑓 (𝑥, 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ, – щiльнiсть розподiлу 𝜉0, 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з L (𝜉0) ∈ 𝐹 =

{𝑓 (𝑥, 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ} i 𝑥′ = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) – реалiзацiя 𝜉.

Функцiя
𝐿 (𝜉, 𝜃) = 𝑓 (𝜉1, 𝜃)× ...× 𝑓 (𝜉𝑛, 𝜃)

називається функцiєю вiрогiдностi. Реалiзацiя функцiї вiрогiдностi

𝐿 (𝑥, 𝜃) = 𝑓 (𝑥1, 𝜃)× ...× 𝑓 (𝑥𝑛, 𝜃)

представляє собою щiльнiсть розподiлу випадкового вектора 𝜉.

Далi будемо припускати, що 𝐿 (𝑥, 𝜃) диференцiйована за скалярним параметром 𝜃.
Випадкова величина

𝑈 (𝜉; 𝜃) =
𝜕 ln𝐿 (𝜉; 𝜃)

𝜕𝜃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕 ln𝐿 (𝜉𝑖; 𝜃)

𝜕𝜃
(16.7)

називається внеском вибiрки 𝜉, а 𝑖-ий доданок
𝜕 ln𝐿 (𝜉𝑖; 𝜃)

𝜕𝜃
називається внеском 𝑖-ого

спостереження. Будемо вважати, що

0 <M𝜃𝑈
2 (𝜉, 𝜃) <∞ для усiх 𝜃 ∈ Θ.

У подальшому нам прийдеться диференцiювати по 𝜃 iнтеграли вiд функцiй на вибiр-
ковому просторi 𝑋 i мiняти мiсцями порядок iнтегрування i диференцiювання. Моделi, для
яких ця операцiя коректна, називають коротко регулярними. Таким чином, для регулярної
моделi

M𝜃𝑈 (𝜉, 𝜃) = 0 для усiх 𝜃 ∈ Θ.

Приклад 16.7 Нерегулярнi моделi

Точнi аналiтичнi умови, якi забезпечують регулярнiсть моделi вiдомi з матема-
тичного аналiзу i вид їх визначається у кожному конкретному випадку. При оцiнюваннi
параметрiв обов’язкова умова регулярностi моделi полягає у тому, що вибiрковий про-
стiр X не повинен залежати вiд невiдомого параметра 𝜃. Зокрема, рiвномiрний розподiл
зазвичай не володiє умовою регулярностi.

1) Нехай 𝜉0 має рiвномiрний розподiл на (0, 𝜃). Щiльнiсть її розподiлу

𝑓𝜉0(𝑥, 𝜃) =

{︃
1/𝜃, 𝑥 ∈ (0, 𝜃);

0, 𝑥 ̸∈ (0, 𝜃).
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При диференцiюваннi тотожнiстi
∫︀ 𝜃

0
1
𝜃
𝑑𝑥 ≡ 1 не випливає, що

∫︀ 𝜃

0
𝜕
𝜕𝜃

(︀
1
𝜃

)︀
𝑑𝑥 = 0, оскiльки

при диференцiюваннi iнтеграла по верхнi границi з’явиться ще один доданок.

Отже, в даному випадку причиною нерегулярностi є те, що вибiрковий простiр
залежить вiд невiдомого параметра 𝜃.

2) Прикладом ще одного нерегулярного сiмейства є зсунений показниковий роз-
подiл з параметром зсуву 𝜃, який задається щiльнiстю

𝑓𝜉0(𝑥, 𝜃) =

{︃
𝑒𝜃−𝑥, 𝑥 > 𝜃;

0, 𝑥 ≤ 𝜃.

Тут також вибiрковий простiр залежить вiд невiдомого параметра, отже модель не є
регулярною.

Функцiю
𝐼𝑛 (𝜃) = D𝜃𝑈 (𝜉; 𝜃) = M𝜃𝑈

2 (𝜉; 𝜃)

називають функцiєю iнформацiї Фiшера про параметр 𝜃, яка мiститься у виборцi 𝜉. Ве-
личина

𝐼1 (𝜃) = 𝐼 (𝜃) = M

(︂
𝜕 ln 𝑓 (𝜉1; 𝜃)

𝜕𝜃

)︂2

– це кiлькiсть фiшерiвської iнформацiї, яка мiститься в одному спостереженнi. Для моделi
повторних незалежних спостережень

𝐼𝑛 (𝜃) = 𝑛𝐼 (𝜃) .

Якщо функцiя 𝑓 (𝑥, 𝜃) двiчi диференцiйована по 𝜃, то

𝐼 (𝜃) = −M𝜃

(︂
𝜕2 ln 𝑓 (𝜉1, 𝜃)

𝜕𝜃2

)︂
. (16.8)

Розглянемо тепер задачу оцiнювання заданої параметричної функцiї 𝜏 (𝜃) у моделi
𝐹 = {𝐹 (𝑥, 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ}. Припустимо, що модель 𝐹 регулярна, функцiя 𝜏 (𝜃) диференцiйована
i нехай ℑ𝜏 – клас усiх незсунених оцiнок 𝜏 (𝜃), дисперсiя яких скiнченна. Тодi має мiсце таке
твердження.

Теорема 16.3 (Критерiй Рао-Крамера) Для довiльної оцiнки 𝑇 = 𝑇 (𝜉) ∈ ℑ𝜏 спра-
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ведлива нерiвнiсть

D𝜃𝑇 ≥ [𝜏 ′ (𝜃)]2

𝑛𝐼 (𝜃)
. (16.9)

Рiвнiсть у формулi (16.9) має мiсце тодi i тiльки тодi, коли 𝑇 – лiнiйна функцiя внеску
вибiрки:

𝑇 (𝜉)− 𝜏 (𝜃) = 𝑎 (𝜃)𝑈 (𝜉; 𝜃) , (16.10)

де 𝑎 (𝜃) – деяка функцiя вiд 𝜃. Нерiвнiсть (16.9) називається нерiвнiстю Рао-Крамера. Вона
визначає нижню границю дисперсiй усiх незсунених оцiнок заданої параметричної функцiї
𝜏 (𝜃) для регулярної моделi.

Якщо iснує оцiнка 𝑇 * ∈ ℑ𝜏 , для якої нижня границя Рао-Крамера досягається, то її
називають ефективною. Ефективна оцiнка є оптимальною i згiдно ранiше доведеної теореми
вона єдина. Критерiєм ефективностi оцiнки є подання (16.10). Будемо називати цей критерiй
оптимальностi оцiнки критерiєм Рао-Крамера.

16.3 Оцiнки максимальної вiрогiдностi

Нехай задана вибiрка 𝜉′ = (𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) з розподiлу L (𝜉0) ∈ 𝐹 ∈ {𝐹 (𝑥, 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ} i
𝐿 (𝜉, 𝜃) = 𝑓 (𝜉1, 𝜃) × ... × 𝑓 (𝜉𝑛, 𝜃) – функцiя вiрогiдностi, де 𝑓 (𝑥, 𝜃) – щiльнiсть розподiлу 𝜉0

для абсолютно неперервної моделi 𝐹 i 𝑓 (𝑥, 𝜃) = 𝑃𝜃 (𝜉0 = 𝑥) для дискретної моделi.

Оцiнкою максимальної вiрогiдностi (о.м.в.) 𝜃 = 𝜃 (𝜉) параметра 𝜃 називається
точка параметричної множини Θ, в якiй функцiя вiрогiдностi досягає максимуму.

Якщо 𝜃 = 𝜃 (𝑥) - реалiзацiя о.м.в., то

𝐿
(︁
𝑥, 𝜃
)︁
≥ 𝐿 (𝑥, 𝜃) для усiх 𝜃 ∈ Θ або 𝐿

(︁
𝑥, 𝜃
)︁
= sup

𝜃∈Θ
𝐿 (𝑥, 𝜃) .

Розглянемо спочатку випадок, коли 𝜃 ∈ Θ ⊆ 𝑅1 – одновимiрний параметр. При умовi, що для
кожного 𝑥 ∈ 𝑋 максимум 𝐿(𝑥, 𝜃) досягається у внутрiшнiй точцi Θ i 𝐿(𝑥, 𝜃) диференцiйована
по 𝜃, то о.м.в. 𝜃 задовольняє рiвнянню

𝜕𝐿 (𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
= 0 або

𝜕 ln𝐿 (𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
= 0. (16.11)

Якщо 𝜃 – векторний параметр, 𝜃′ = (𝜃1, ..., 𝜃𝑟), то рiвняння (16.11) замiнюється на систему
рiвнянь

𝜕 ln𝐿 (𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃𝑖
= 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟. (16.12)

Рiвняння (16.11) або (16.12) називаються рiвняннями вiрогiдностi.
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16.4 Оцiнки методу моментiв

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з розподiлу L (𝜉0) ∈ 𝐹 = {𝐹 (𝑥, 𝜃) , 𝜃 ∈ Θ}, де
𝜃′ = (𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑟) i множина Θ ⊆ 𝑅𝑟. Для випадкової величини 𝜉0, що спостерiгається, iсну-
ють першi 𝑟 моментiв 𝑎𝑘 = M𝜃𝜉

𝑘
0 , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑟. Цi моменти є функцiями вiд невiдомих

параметрiв 𝑎𝑘 = 𝑎𝑘 (𝜃) = 𝑎𝑘 (𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑟).

Розглянемо вiдображення

𝑎𝑘 (𝜃) = 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑟, (16.13)

𝑎 : Θ→𝑌 = {(𝑦1, ..., 𝑦𝑟) : 𝑎𝑘 (𝜃) = 𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑟, для деякого 𝜃}. Будемо вважати,
що це вiдображення взаємно однозначне i взаємно неперервне. Метод моментiв полягає
у прирiвнюваннi значень теоретичних i вибiркових моментiв (точнiше реалiзацiй вибiркових
моментiв)

𝑎𝑘 (𝜃) = 𝐴𝑛𝑘 (𝑥) , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑟, де 𝐴𝑛𝑘 (𝑥) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑘𝑖 . (16.14)

Таким чином, ми пiдставляємо в (16.14) 𝐴𝑛𝑘 (𝑥) замiсть 𝑦𝑘.

В силу зроблених припущень iснує неперервна функцiя

𝑎−1 (𝑦) =
(︀
𝑎−1
1 (𝑦) , 𝑎−1

2 (𝑦) , ..., 𝑎−1
𝑟 (𝑦)

)︀
.

Методом моментiв ми отримаємо наступнi реалiзацiї для оцiнок параметрiв 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑟

𝜃𝑖 = 𝜃𝑖 (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = 𝑎−1
𝑖 (𝐴𝑛1 (𝑥) , ..., 𝐴𝑛𝑟 (𝑥)) , 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟 (16.15)

Теорема 16.4 Оцiнки параметрiв 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑟 методу моментiв у випадку, коли си-
стема (16.13) встановлює взаємно однозначне i взаємно неперервне вiдображення, є
конзистентними.

Вiдзначимо, що метод моментiв не можна застосувати, коли теоретичнi моменти не-
обхiдного порядку не iснують. Окрiм цього, оцiнки методу моментiв, взагалi кажучи, неефе-
ктивнi.
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Приклад 16.8

Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю, яка приймає ненульовi зна-
чення на вiдрiзку [2, 𝜃] i має на цьому вiдрiзку вид ”рiвнобедреного трикутника”. Оцiнити
параметр 𝜃 методом моментiв.

Розв’язок: зважаючи на опис щiльностi з умови та те, що повний iнтеграл вiд
щiльностi має бути рiвним 1, нескладно зрозумiти, що щiльнiсть формально можна
записати так:

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4(𝑥−2)
(𝜃−2)2

, 𝑥 ∈
[︀
2, 2+𝜃

2

]︀
,

4(𝜃−𝑥)
(𝜃−2)2

, 𝑥 ∈
(︀
2+𝜃
2
, 𝜃
]︀
,

0, 𝑥 /∈ [2, 𝜃] .

Для застосування методу моментiв обчислимо математичне сподiвання

M𝜉 =

∫︁ ∞

−∞
𝑥𝑓(𝑥; 𝜃)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜃

2

𝑥𝑓(𝑥; 𝜃)𝑑𝑥 =

∫︁ 2+𝜃
2

2

𝑥
4(𝑥− 2)

(𝜃 − 2)2
𝑑𝑥+

∫︁ 𝜃

2+𝜃
2

𝑥
4(𝜃 − 𝑥)

(𝜃 − 2)2
𝑑𝑥 =

2 + 𝜃

2

i прирiвняємо його до вибiркового середнього:

𝜉 =
2 + 𝜃

2
,

звiдки отримуємо
𝜃 = 2𝜉 − 2.

Вiдповiдь: 𝜃 = 2𝜉 − 2..
Примiтка: математичне сподiвання можна було знайти простiше, навiть не формалi-
зуючи щiльнiсть, якщо зважити на те, що за умовою графiк щiльностi симетричний
вiдносно прямої 𝑥 = 2+𝜃

2
. Подумайте, як шукати в цiй же задачi оцiнку методом макси-

мальної вiрогдiностi.

Приклад 16.9

Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з гауссiвського розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =
1√
2𝜋𝜎

𝑒
−
(𝑥− 𝜃)2

2𝜎2 .

Припустимо, що значення 𝜎 є вiдомим, а параметр 𝜃 є невiдомим. Оцiнити параметр 𝜃
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методом максимальної вiрогiдностi.

Розв’язок: для зазначеної щiльностi функцiя вiрогiдностi матиме вид

𝐿(𝜃) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑖; 𝜃) =
𝑛∏︁

𝑖=1

1√
2𝜋𝜎

𝑒−
(𝑥𝑖−𝜃)2

2𝜎2 =

(︂
1√
2𝜋𝜎

)︂𝑛

exp

{︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜃)2

2𝜎2

}︃

i тодi логарифм вiд неї

ln𝐿(𝜃) = ln

(︃(︂
1√
2𝜋𝜎

)︂𝑛

exp

{︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜃)2

2𝜎2

}︃)︃
= ln

(︂
1√
2𝜋𝜎

)︂𝑛

−
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜃)2

2𝜎2
,

а похiдна вiд цього логарифма

𝜕

𝜕𝜃
ln𝐿(𝜃) =

𝜕

𝜕𝜃

(︃
ln

(︂
1√
2𝜋𝜎

)︂𝑛

−
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜃)2

2𝜎2

)︃
=

(︃
0−

𝑛∑︁
𝑖=1

−(𝑥𝑖 − 𝜃)

𝜎2

)︃
=

1

𝜎2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜃)

i ця похiдна буде дорiвнювати нулю тiльки коли

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝜃) = 0 ⇔
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑛𝜃 = 0 ⇔
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 = 𝑛𝜃 ⇔ 𝜃 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 𝑥̄.

Вiдповiдь: 𝜃 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖 = 𝜉.

Примiтка: очевидно, що цю ж оцiнку ми б отримали i методом моментiв, причому
набагато простiше.

Задача 16.1. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩ 1
𝑏−𝑎

, якщо 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

0, якщо 𝑥 /∈ [𝑎, 𝑏].

Розглядаються оцiнки

𝜃1 = min{𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛}, 𝜃2 = max{𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛},

𝜃3 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖, 𝜃4 =
𝜉𝑛−1 + 𝜉𝑛

2
.

Якi з оцiнок 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4 та для яких параметрiв (можливо, вiдмiнних вiд 𝑎 i 𝑏) є незсуненими?
Конзистентними оцiнками?

Задача 16.2. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з нормального розподiлу з параметрами (𝜃, 1). Чи

є 𝜃 = 𝜉 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜃?
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Задача 16.3. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з пуассонiвського розподiлу з параметром 𝜆. Чи є
𝜆̂ = 𝜉 ефективною оцiнкою параметра 𝜆?

Задача 16.4. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з нормального розподiлу з параметрами (0, 𝜎2).

Чи є 𝜎̂2 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜎2?

Задача 16.5. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу зi щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 𝜃,

exp{𝜃 − 𝑥}, якщо 𝑥 ≥ 𝜃.

Чи є 𝜃 = 1
𝑛
+min{𝜉𝑖} незсуненою оцiнкою параметра 𝜃? Конзистентною оцiнкою 𝜃?

Задача 16.6. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу

P(𝑘; 𝜃) =
1

1 + 𝜃

(︂
𝜃

1 + 𝜃

)︂𝑘

, 𝑘 = 0, 1, ....

Чи є 𝜃 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜃?

Задача 16.7. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Ерланга з параметрами 𝑚, 𝜃 (𝑚 –
вiдоме), тобто має щiльнiсть

𝑓(𝑥;𝑚, 𝜃) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 0,

1
𝜃𝑚(𝑚−1)!

𝑥𝑚−1 exp
{︀
−𝑥

𝜃

}︀
, якщо 𝑥 ≥ 0.

Чи є 𝜃 = 1
𝑛𝑚

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜃?

Задача 16.8. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥;𝑚,ℎ) =

⎧⎨⎩
1

2ℎ
, якщо 𝑥 ∈ [𝜃 − ℎ, 𝜃 + ℎ],

0, якщо 𝑥 /∈ [𝜃 − ℎ, 𝜃 + ℎ].

Розглядаються оцiнки

𝜃1 =
1

2
(max{𝜉𝑖} −min{𝜉𝑖}), 𝜃2 =

1

2
(min{𝜉𝑖}+max{𝜉𝑖})

𝜃3 = min{𝜉𝑖} −
1

𝑛− 1
(max{𝜉𝑖} −min{𝜉𝑖}),

𝜃4 = max{𝜉𝑖}+
1

𝑛− 1
(max{𝜉𝑖} −min{𝜉𝑖}).

Визначити серед 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4 незсуненi, конзистентнi оцiнки параметрiв 𝜃 та ℎ. Можливо, серед
них є незсуненi, конзистентнi оцiнки iнших параметрiв. Яких саме?
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Задача 16.9. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥;𝑚, 𝜃) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 𝑚,

1
𝜃
exp

{︀
−1

𝜃
(𝑥−𝑚)

}︀
, якщо 𝑥 ≥ 𝑚.

𝜃 > 0, 𝑚 – вiдоме. Чи є 𝜃 = 𝜉 −𝑚 ефективною оцiнкою параметра 𝜃?

Задача 16.10. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥;𝛼) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 0,

1
𝛼
exp

{︀
− 1

𝛼
𝑥
}︀
, якщо 𝑥 ≥ 0.

Довести, що 𝜃1 = 𝜉 є незсуненою та конзистентною оцiнкою параметра 𝛼. Чи є 𝜃2 = 1
2
(𝜉𝑛−1+𝜉𝑛)

незсуненою оцiнкою параметра 𝛼? Конзистентною оцiнкою цього ж параметра?

Задача 16.11. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз бiномiального розподiлу

P(𝑘; 𝜃) = 𝐶𝑘
𝑁𝜃

𝑘(1− 𝜃)𝑁−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁,

де 𝑁 – вiдоме цiле число. Чи є 𝜃 =
1

𝑁𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖 ефективною, конзистентною оцiнкою параметра

𝜃?

Задача 16.12. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑏, 𝜃) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 < 𝑏,

1
𝜃
exp

{︀
−1

𝜃
(𝑥− 𝑏)

}︀
, якщо 𝑥 ≥ 𝑏.

Розглядаються оцiнки

𝜃1 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖, 𝜃2 = min{𝜉𝑖}, 𝜃3 = 𝜃1 − 𝜃2.

Чи є серед 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 незсуненi, конзистентнi оцiнки параметрiв 𝜃 та 𝑏? Можливо, серед них є
незсуненi та конзистентнi оцiнки iнших параметрiв? Яких саме?

Задача 16.13. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Релея, тобто iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎨⎩
𝑥
𝜃
exp

{︁
−𝑥2

2𝜃

}︁
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

Чи є 𝜃 = 1
2𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉2𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜃?

Задача 16.14. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз логарифмiчно нормального розподiлу iз
щiльнiстю

𝑓(𝑥;𝜇) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1√︀

2𝜋𝜎2
0𝑥

exp

{︃
−(ln𝑥− 𝜇)2

2𝜎2
0

}︃
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.
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𝜎0 > 0 – вiдоме. Чи є 𝜃 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

ln 𝜉𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜇?

Задача 16.15. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Парето зi щiльнiстю

𝑓(𝑥;𝜆) =

⎧⎨⎩ 𝜃𝜆𝜃

𝑥𝜃+1 , якщо 𝑥 > 𝜆,

0, якщо 𝑥 ≤ 𝜆.

𝜆 > 0, 𝜃 > 2, 𝜃 – вiдоме. Розглядаються оцiнки

𝜆̂1 =
𝜃 − 1

𝜃𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖, 𝜆̂2 =
𝜃 − 2

𝜃𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉2𝑖 .

Незсуненими i конзистентними оцiнками яких параметрiв є оцiнки 𝜆̂1, 𝜆̂2 ?

Задача 16.16. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑏, 𝜃) =

⎧⎨⎩ 1
𝜃𝜈Γ(𝜈)

𝑥𝜈−1 exp{−𝑥
𝜃
}, якщо 𝑥 > 0,

1
𝜃
exp

{︀
−1

𝜃
(𝑥− 𝑏)

}︀
, якщо 𝑥 ≤ 0.

𝜈 – вiдомий параметр. Чи є 𝜃 =
1

𝑛𝜈

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜉𝑖 ефективною оцiнкою параметра 𝜃?

Задача 16.17. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з рiвномiрного на вiдрiзку [𝑎, 𝑎 + 1] розподiлу.
Розглядаються двi оцiнки параметра 𝑎 :

𝑎̂1 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖 −
1

2
, 𝑎̂2 = max{𝜉𝑖} −

𝑛

𝑛+ 1
.

Довести, що 𝑎̂1 та 𝑎̂2 є незсуненими оцiнками параметра 𝑎. Знайти D𝑎̂1, D𝑎̂2. Довести, що
D𝑎̂2 = 𝑜(D𝑎̂1), коли 𝑛→ ∞.

Задача 16.18. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =
1

2𝜃
exp

{︂
−1

𝜃
|𝑥|
}︂
, 𝜃 > 0.

Чи є 𝜃 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

|𝜉𝑖| ефективною оцiнкою параметра 𝜃?

Задача 16.19. Знайти оцiнки параметрiв 𝑎 i 𝜎2 нормального розподiлу методом моментiв.

Задача 16.20. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎨⎩𝜃 exp{−𝜃𝑥}, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

знайти оцiнку максимальної вiрогiдностi параметра 𝜃.
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Задача 16.21. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз логарифмiчно нормального розподiлу iз щiль-
нiстю

𝑓(𝑥;𝜇, 𝜎2) =

⎧⎨⎩
1√

2𝜋𝜎2𝑥
exp

{︁
− (ln𝑥−𝜇)2

2𝜎2

}︁
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

Знайти оцiнку параметрiв 𝜇 та 𝜎2методом моментiв.

Задача 16.22. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎨⎩
1

2ℎ0
, якщо 𝑥 ∈ [𝜃 − ℎ0, 𝜃 + ℎ0],

0, якщо 𝑥 /∈ [𝜃 − ℎ0, 𝜃 + ℎ0].

Знайти оцiнку 𝜃 параметра 𝜃 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи буде 𝜃 незсу-
неною та конзистентною оцiнкою параметра 𝜃.

Задача 16.23. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃, 𝑏) =
1

2
√
𝜃
exp

{︂
− 1√

𝜃
|𝑥− 𝑏|

}︂
, 𝜃 > 0.

Знайти оцiнки 𝜃 та 𝑏̂ вiдповiдно параметрiв 𝜃 та 𝑏 методом моментiв. З’ясувати, чи є 𝜃 та 𝑏̂
незсуненими i конзистентними оцiнками параметрiв 𝜃 та 𝑏.

Задача 16.24. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

P(𝑘; 𝜃) = 𝐶𝑟−1
𝑟−1+𝑘

(︂
1

1 + 𝜃

)︂𝑟(︂
𝜃

1 + 𝜃

)︂𝑘

, 𝑘 = 0, 1, ...,

де 𝜃 > 0, 𝑟 – вiдоме. Знайти оцiнку параметра 𝜃 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати,
чи є оцiнка 𝜃 незсуненою, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝜃.

Задача 16.25. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз геометричного розподiлу iз параметром 𝑝:

P(𝑘; 𝑝) = (1− 𝑝)𝑘𝑝, 𝑘 = 0, 1, ...

Оцiнити параметр 𝑝 методом моментiв.

Задача 16.26. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =
1

2𝑎
exp

{︂
−1

𝑎
|𝑥− 𝑏|

}︂
, 𝑎 > 0.

Знайти оцiнки параметрiв 𝑎 та 𝑏 методом максимальної вiрогiдностi.

Задача 16.27. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(𝑥− (𝑎−

√
𝑏))/𝑏, якщо 𝑥 ∈ [𝑎−

√
𝑏, 𝑎],

−(𝑥− (𝑎+
√
𝑏))/𝑏, якщо 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑎+

√
𝑏],

0, якщо 𝑥 /∈ [𝑎−
√
𝑏, 𝑎+

√
𝑏].
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Знайти оцiнки 𝑎̂ та 𝑏̂ параметрiв 𝑎 та 𝑏 методом моментiв. З’ясувати, чи є 𝑎̂ i 𝑏̂ незсуненими i
конзистентними оцiнками параметрiв 𝑎 та 𝑏 вiдповiдно.

Задача 16.28. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =
1

2𝜃
exp

{︂
−1

𝜃
|𝑥|
}︂
, 𝜃 > 0.

Знайти оцiнку дисперсiї методом моментiв i з’ясувати, чи є вона незсуненою i конзистентною
оцiнкою дисперсiї.

Задача 16.29. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥;ℎ) =

⎧⎨⎩
1

2ℎ
, якщо 𝑥 ∈ [𝜃0 − ℎ, 𝜃0 + ℎ],

0, якщо 𝑥 /∈ [𝜃0 − ℎ, 𝜃0 + ℎ].

Знайти оцiнку параметра ℎ методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи буде ця оцiнка
незсуненою та конзистентною оцiнкою параметра ℎ.

Задача 16.30. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Вейбулла iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎨⎩
𝑝

𝜃𝑝
𝑥𝑝−1 exp

{︁
−
(︁𝑥
𝜃

)︁𝑝}︁
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

𝑝 – вiдомий параметр. Знайти оцiнку параметра 𝜃 методом максимальної вiрогiдностi.

Задача 16.31. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з рiвномiрного на вiдрiзку
[︀
𝜃 − 𝜎

√
3; 𝜃 + 𝜎

√
3
]︀

розподiлу, 𝜎 > 0. Знайти оцiнки 𝜃 та 𝜎̂ параметрiв 𝜃 та 𝜎 вiдповiдно методом моментiв.
З’ясувати, чи є 𝜃 та 𝜎̂ незсуненими i конзистентними оцiнками параметрiв 𝜃 та 𝜎.

Задача 16.32. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Релея, тобто iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥

𝜃
exp

{︂
−𝑥

2

2𝜃

}︂
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

Знайти оцiнку параметра 𝜃 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи є оцiнка 𝜃 нез-
суненою, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝜃.

Задача 16.33. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Ерланга з параметрами 𝑚 i 𝜆 (𝜆 –
вiдоме). Оцiнити параметр 𝑚 методом моментiв. Щiльнiсть розподiлу Ерланга з параметрами
𝑚 i 𝜆 має вигляд

𝑓(𝑥;𝜆,𝑚) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 0,

𝜆𝑚

(𝑚− 1)!
𝑥𝑚−1 exp{−𝜆𝑥}, якщо 𝑥 ≥ 0.
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Задача 16.34. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 𝑏,

1

𝑎
exp

{︂
−1

𝑎
(𝑥− 𝑏)

}︂
, якщо 𝑥 ≥ 𝑏.

Знайти оцiнки параметрiв 𝑎 i 𝑏 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи будуть цi
оцiнки незсуненими та конзистентними оцiнками параметрiв 𝑎 i 𝑏.

Задача 16.35. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз гамма-розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜈, 𝛼) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼𝜈

Γ(𝜈)
𝑥𝜈−1 exp{−𝛼𝑥}, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

Знайти оцiнки параметрiв 𝜈 та 𝛼 методом моментiв.

Задача 16.36. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу

P(𝑘; 𝜃) =
1

1 + 𝜃

(︂
𝜃

1 + 𝜃

)︂𝑘

, 𝑘 = 0, 1, ...., 𝜃 > 0.

Знайти оцiнку параметра 𝜃 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи є оцiнка 𝜃 нез-
суненою, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝜃.

Задача 16.37. Позначимо через 𝜉 випадкову величину – число невдач до появи 𝑟-го успiху в
необмеженiй послiдовностi незалежних випробувань Бернуллi з ймовiрнiстю успiху 𝑝 в одному
випробуваннi. Випадкова величина 𝜉 має розподiл

P(𝜉 = 𝑘) = 𝐶𝑟−1
𝑟−1+𝑘𝑝

𝑟(1− 𝑝)𝑘, 𝑘 = 0, 1, ...

Цей розподiл називають вiд’ємним бiномiальним з параметрами 𝑟, 𝑝 або розподiлом Паскаля.
Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз вiд’ємного бiномiального розподiлу з параметрами 𝑟, 𝑝; 𝑟 –
вiдомо. Оцiнити параметр 𝑝 методом моментiв. (Вказiвка. Загальну кiлькiсть невдач до 𝑟-го
успiху можна подати у виглядi суми 𝜉 = 𝜂1 + 𝜂2 + ...+ 𝜂𝑟, де 𝜂1, 𝜂2, ...𝜂𝑟 – незалежнi випадковi
величини, кожна з яких має геометричний розподiл з параметром 𝑝).

Задача 16.38. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝑥 < 𝑏,

1

𝑎
exp

{︂
−1

𝑎
(𝑥− 𝑏)

}︂
, якщо 𝑥 ≥ 𝑏.

Знайти оцiнки параметрiв 𝑎 та 𝑏 методом моментiв.

Задача 16.39. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝑎, 𝑏) =

⎧⎨⎩
1

𝑏− 𝑎
, якщо 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

0, якщо 𝑥 /∈ [𝑎, 𝑏].
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Знайти оцiнки параметрiв 𝑎 та 𝑏 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи будуть цi
оцiнки незсуненими та конзистентними оцiнками вiдповiдних параметрiв.

Задача 16.40. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз бiномiального розподiлу

P(𝑘; 𝑝) = 𝐶𝑘
𝑚𝑝

𝑘(1− 𝑝)𝑚−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚,

де 𝑚 – вiдоме. Знайти оцiнку параметра 𝑝 методом моментiв. З’ясувати, чи є оцiнка 𝑝 незсу-
неною, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝑝.

Задача 16.41. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз логарифмiчно нормального розподiлу iз
щiльнiстю

𝑓(𝑥;𝜇, 𝜎2) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1√

2𝜋𝜎2𝑥
exp

{︃
−(ln𝑥− 𝜇)2

2𝜎2

}︃
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

Знайти оцiнки параметрiв 𝜇 та 𝜎2 методом максимальної вiрогiдностi.

Задача 16.42. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Пуассона

P(𝑘;𝜆) =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, 𝑘 = 0, 1, ...

Знайти оцiнку параметра 𝜆 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи є оцiнка 𝜆̂

незсуненою, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝜆.

Задача 16.43. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з розподiлу

P(𝑘; 𝜃) = 𝐶𝑟−1
𝑟−1+𝑘

(︂
1

1 + 𝜃

)︂𝑟(︂
𝜃

1 + 𝜃

)︂𝑘

, 𝑘 = 0, 1, ...,

де 𝜃 > 0, 𝑟 – вiдоме. Знайти оцiнку параметра 𝜃 методом моментiв. З’ясувати, чи є оцiнка 𝜃
незсуненою, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝜃.

Задача 16.44. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз бiномiального розподiлу

P(𝑘; 𝑝) = 𝐶𝑘
𝑚𝑝

𝑘(1− 𝑝)𝑚−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚,

де 𝑚 – вiдоме. Знайти оцiнку параметра 𝑝 методом максимальної вiрогiдностi. З’ясувати, чи
є оцiнка 𝑝 незсуненою, конзистентною, ефективною оцiнкою параметра 𝑝.

Задача 16.45. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Релея, тобто iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃) =

⎧⎨⎩
𝑥

𝜃
exp

{︁
−𝑥2

2𝜃

}︁
, якщо 𝑥 > 0,

0, якщо 𝑥 ≤ 0.

Знайти оцiнку параметра 𝜃 методом моментiв. З’ясувати, чи є оцiнка 𝜃 незсуненою, конзи-
стентною оцiнкою параметра 𝜃.
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Задача 16.46. Нехай 𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка iз розподiлу Парето iз щiльнiстю

𝑓(𝑥; 𝜃, 𝜆) =

⎧⎨⎩
𝜃𝜆𝜃

𝑥𝜃+1
, якщо 𝑥 > 𝜆,

0, якщо 𝑥 ≤ 𝜆.

𝜆 > 0, 𝜃 > 0. Знайти оцiнки параметрiв 𝜃 та 𝜆 методом максимальної вiрогiдностi.
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17 IНТЕРВАЛЬНЕ ОЦIНЮВАННЯ

17.1 Визначення надiйного iнтервалу

Ранiше ми розглядали точковi оцiнки параметра 𝜃 у моделi

F = {𝐹 (𝑥, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ} .

Довiльна точкова оцiнка представляє собою функцiю 𝑇 = 𝑇 (𝜉) вибiрки 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) i при
кожнiй реалiзацiї 𝑥 вибiрки 𝜉 ця функцiя визначає єдине значення параметра 𝜃.

Можна задачу оцiнювання поставити iнакше: необхiдно вказати такий iнтервал, в сере-
динi якого з високою ймовiрнiстю 𝛾 знаходиться значення параметра, що оцiнюється. Ймовiр-
нiсть 𝛾 вiдбиває ступiнь готовностi миритися з можливiстю похибки. При заданому 𝛾 довжи-
на надiйного iнтервалу характеризує точнiсть локалiзацiї параметра, тому бажано обирати
найменший iнтервал.

При iнтервальному оцiнюваннi шукають такi двi статистики

𝑇1 = 𝑇1(𝜉) i 𝑇2 = 𝑇2(𝜉), 𝑇1 < 𝑇2,

для яких при заданому 𝛾 виконується умова

P𝜃 {𝑇1(𝜉) < 𝜃 < 𝑇2(𝜉)} ≥ 𝛾 для усiх 𝜃 ∈ Θ. (17.1)

Iнтервал (𝑇1(𝜉), 𝑇2(𝜉)) називають 𝛾-надiйним iнтервалом для 𝜃, 𝛾 – рiвень надiй-
ностi, 𝑇1, 𝑇2 - нижня i верхня границя надiйностi.

Таким чином 𝛾- надiйний iнтервал – це випадковий iнтервал в параметричнiй множинi
Θ((𝑇1, 𝑇2) ⊂ Θ), який залежить тiльки вiд вибiрки 𝜉 (не вiд 𝜃) i який накриває значення
невiдомого параметра 𝜃 з iмовiрнiстю, яка не менше 𝛾.

Приклад 17.1

Розглянемо модель зсуненого показникового закону розподiлу з щiльнiстю

𝑓(𝑥, 𝜃) =

⎧⎨⎩𝑒−(𝑥−𝜃), 𝑥 ≥ 𝜃;

0, 𝑥 < 𝜃.

Носiєм розподiлу є промiжок [𝜃,+∞), тому, очевидно, елементи вибiрки не можуть бу-
ти меншими за справжнє значення параметру 𝜃. Отже, доцiльно в якостi верхньої межi
𝑇2(𝜉) надiйного iнтервалу для цього параметру взяти мiнiмальний елемент вибiрки 𝜉(1)

(зауважимо, що 𝜃𝑛 = 𝜉(1) = min{𝜉1, ..., 𝜉𝑛} є оцiнкою максимальної вiрогiдностi параме-
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тру 𝜃, див. [12], приклад 2.18, ст. 62). Матимемо 𝜃 ≤ 𝜉(1).

Тодi лiва межа надiйного iнтервалу з рiвнем довiри 𝛾 знаходиться в точцi 𝑇1(𝜉) =
𝑇2(𝜉) − 𝐶𝛾 = 𝜉(1) − 𝐶𝛾, де 𝐶𝛾 – деяка стала. Її значення можна знайти з визначення
надiйного iнтервалу: для будь-яких значень 𝜃 ∈ Θ

P{𝜉(1) − 𝐶𝛾 ≤ 𝜃 ≤ 𝜉(1)} = P{𝜉(1) − 𝐶𝛾 ≤ 𝜃} = 𝛾.

𝑦

𝑥𝜉(1) 𝜉𝑖𝜃𝑇1(𝜉)

𝑇2(𝜉)

1
𝑓(𝑥, 𝜃)

𝐶𝛾

Зважаючи на те, що елементи вибiрки є незалежними i мають зсунений показни-
ковий розподiл, то величини 𝜉𝑖 − 𝜃 є незалежними i показниково розподiленими випад-
ковими величинами. Вiдповiдно, останню рiвнiсть можемо записати таким чином:

1−𝛾 = P{𝜉(1)−𝜃 ≥ 𝐶𝛾} = P{min{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}−𝜃 ≥ 𝐶𝛾} = P{𝜉1−𝜃 ≥ 𝐶𝛾, ..., 𝜉𝑛−𝜃 ≥ 𝐶𝛾} =

=
𝑛∏︁

𝑖=1

P{𝜉𝑖 − 𝜃 ≥ 𝐶𝛾} = exp{−𝑛𝐶𝛾}.

Звiдси маємо значення довжини надiйного iнтервалу 𝐶𝛾 = (− ln(1− 𝛾))/𝑛. Отже, оста-
точно, для справжнього значення параметра 𝜃 маємо надiйний iнтервал рiвня 𝛾 :

𝜉(1) + ln(1− 𝛾))/𝑛 ≤ 𝜃 ≤ 𝜉(1).

Зауважимо, що довжина надiйного iнтервалу 𝐶𝛾 → ∞ при 1 − 𝛾 → 0, i 𝐶𝛾 → 0

при 𝑛→ ∞.

Якщо ймовiрнiсть у лiвiй частинi нерiвностi (17.1) прямує до 𝛾 при 𝑛 → ∞, то iнтер-
вал (𝑇1(𝜉), 𝑇2(𝜉)) називається асимптотичним надiйним iнтервалом. Зазвичай довжина
надiйного iнтервалу зростає при збiльшеннi коефiцiєнта надiйностi 𝛾 та прямує до нуля зi
збiльшенням розмiру вибiрки 𝑛.

17.2 Побудова надiйного iнтервалу за допомогою центральної ста-
тистики

Нехай F = {𝐹 (𝑧, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ} - абсолютно неперервна модель i iснує випадкова величина
𝐺(𝜉, 𝜃), яка залежить вiд 𝜃 така, що
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1) розподiл 𝐺(𝜉, 𝜃) не залежить вiд 𝜃;

2) при кожному 𝑥 ∈ 𝑋 функцiя 𝐺(𝜉, 𝜃) неперервна i строго монотонна по 𝜃.

Таку випадкову величину 𝐺(𝜉, 𝜃) називають центральною статистикою для 𝜃.

Приклад 17.2

Для загальної нормальної моделi, якщо 𝜉𝑖 ∼ 𝑁(𝜃1, 𝜃
2
2), пiдходять в якостi центральних

статистик
√
𝑛− 1(𝜉 − 𝜃1)/𝑆 ∼ 𝑡(𝑛 − 1) для параметру зсуву 𝜃1, та 𝑛𝑆2/𝜃22 ∼ 𝜒2(𝑛 − 1)

для параметру масштабу 𝜃2.

Нехай для моделi F побудована центральна статистика 𝐺(𝜉, 𝜃) i 𝑓𝐺(𝑔) - її щiльнiсть
розподiлу. Функцiя 𝑓𝐺(𝑔) вiд параметра 𝜃) не залежить (умова 1), тому для довiльного 𝛾 ∈
(0, 1) можна обрати 𝑔1 < 𝑔2 (багатьма способами) так, що

P𝜃 {𝑔1 < 𝐺(𝜉, 𝜃) < 𝑔2} =

𝑔2∫︁
𝑔1

𝑓𝐺(𝑔)𝑑𝑔 = 𝛾 для усiх 𝜃 ∈ Θ. (17.2)

Визначимо при кожному 𝑥 ∈ 𝑋 числа 𝑇1(𝑥), 𝑇2(𝑥) (𝑇1(𝑥) < 𝑇2(𝑥)) як розв’язок за 𝜃

рiвнянь
𝐺(𝑥, 𝜃) = 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, 2. (17.3)

Однозначнiсть визначення цих чисел забезпечує умова 2, яка накладається на функцiю
𝐺(𝜉, 𝜃). Тодi нерiвностi

𝑔1 < 𝐺(𝑥, 𝜃) < 𝑔2 (17.4)

еквiвалентнi нерiвностям
𝑇1(𝑥) < 𝜃 < 𝑇2(𝑥)

i (17.2) можна переписати у виглядi

P𝜃 {𝑇1(𝜉) < 𝜃 < 𝑇2(𝜉)} = 𝛾 для усiх 𝜃 ∈ Θ.

Отже iнтервал (𝑇1(𝜉), 𝑇2(𝜉)) є 𝛾-надiйним iнтервалом для 𝜃.

Зауважимо, що в (17.4) 𝑔1 та 𝑔2 є квантилями розподiлу центральної статистики 𝐺(𝜉, 𝜃)
рiвнiв 𝛼1 та 1−𝛼2, де 𝛼1+𝛼2 = 1−𝛾. I, власне, числа 𝛼1, 𝛼2 можна вибрати безлiччю способiв.
Але оскiльки метою є побудова надiйного iнтервалу мiнiмальної довжини, то в якостi цих
чисел треба вибрати такi 𝛼*

1, 𝛼
*
2, для яких довжина надiйного iнтервалу 𝐺−1(𝜉, 𝑔(1− 𝛼2*))−

𝐺−1(𝜉, 𝑔(𝛼*
1)) досягає мiнiмуму по 𝛼1, 𝛼2.

230



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

У випадках, коли розподiл 𝐹𝐺(𝑔) є симетричним (наприклад, нормальний розподiл,
розподiл Стьюдента), тобто 𝐹𝐺(𝑔) = 1 − 𝐹𝐺(−𝑔), точкою, в якiй довжина iнтервалу досягає
свого мiнiмуму є 𝛼1 = 𝛼2 = (1− 𝛾)/2.

Приклад 17.3

Для параметра 𝜃 зсуненого показникового закону з прикладу 17.1 можна взяти в якостi
центральної статистики 𝐺(𝜉, 𝜃) = 𝜉(1) − 𝜃.

Дiйсно, знаючи, що функцiя розподiлу мiнiмуму

𝐹𝜉(1)(𝑥) = 1− (1− 𝐹𝜉(𝑥))
𝑛,

легко знайти розподiл статистики 𝐺(𝜉, 𝜃):

𝐹𝜉(1)−𝜃(𝑥) = P{𝜉(1) − 𝜃 ≤ 𝑥} = P{𝜉(1) ≤ 𝑥+ 𝜃} = 𝐹𝜉(1)(𝑥+ 𝜃) = 1− 𝑒−𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 0.

Вiдповiдно щiльнiсть має вид 𝑓𝜉(1)−𝜃(𝑥) = 𝑛𝑒−𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 0, – це показниковий розподiл з
параметром 𝑛, який не залежить вiд параметру 𝜃.

Тепер знайдемо межi надiйного iнтервалу з урахуванням (17.2). Для цього спо-
чатку треба визначити 𝛼1 та 𝛼2 таким чином, щоб 𝛼1 + 𝛼2 = 1 − 𝛾, i таких способiв
безлiч.

𝑥𝑔1 𝑔2

𝛼1
𝛼2

𝛾

𝑛

𝑓𝜉(1)−𝜃(𝑥)

Проте, з рисунка видно, що для того, щоб отримати надiйний iнтервал найменшої
довжини, треба максимально зсунути його лiворуч, тобто покласти 𝑔1 = 0. В цьому
випадку 𝛼1 = 0, 𝛼2 = 1 − 𝛾, а 𝑔2 = 𝑔𝛾 – квантиль рiвня 𝛾 показникового розподiлу з
параметром 𝑛. З рiвняння

𝐹𝐺(𝑔𝛾) = 𝐹𝜉(1)−𝜃(𝑔2) = 1− 𝑒−𝑛𝑔2 = 𝛾

маємо
𝑔2 = − ln (1− 𝛾)

𝑛
.

Тепер (17.2) можна переписати таким чином:

P
{︂
0 < 𝐺(𝜉, 𝜃) < − ln (1− 𝛾)

𝑛

}︂
= P

{︂
0 < 𝜉(1) − 𝜃 < − ln (1− 𝛾)

𝑛

}︂
= 𝛾,

Звiдки маємо найкоротший 𝛾-надiйний iнтервал для параметру 𝜃 :

P
{︂
𝜉(1) +

ln (1− 𝛾)

𝑛
< 𝜃 < 𝜉(1)

}︂
= 𝛾
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Приклад 17.4 Побудова асимптотичного надiйного iнтервалу

Пошук центральної статистики – це окрема, часом непроста задача, i навiть якщо
вдалося її визначити, в свою чергу точний надiйний iнтервал не завжди можна побудува-
ти. Унiверсальний вид центральної статистики для побудови асимптотичних надiйних
iнтервалiв дає центральна гранична теорема.

Нехай 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка з генеральної сукупностi з показникового розподiлу з
невiдомим параметром 𝜃 > 0. Побудуємо асимптотичний (асимптотично точний) 𝛾-
надiйний iнтервал для параметра 𝜃.

Згiдно ЦГТ∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖 − 𝑛M𝜉1√

𝑛D𝜉1
=

√
𝑛
𝜉 − 1/𝜃

1/𝜃
=

√
𝑛(𝜃𝜉 − 1) ⇒ 𝜂 ∼ 𝑁(0, 1).

Отже, статистика 𝐺(𝜉, 𝜃) =
√
𝑛(𝜃𝜉−1) має розподiл, який збiгається до розподiлу, який

не залежить вiд параметра 𝜃.

Вiзьмемо в якостi константи 𝑔2 = 𝑧 1+𝛾
2

квантиль стандартного нормального роз-
подiлу рiвня 1+𝛾

2
(в цьому випадку 𝑔1 = −𝑔2 в силу симетричностi розподiлу). Згiдно

визначенню слабкої збiжностi, при 𝑛→ ∞

P{−𝑔2 <
√
𝑛(𝜃𝜉 − 1) < 𝑔2} → P{−𝑔2 < 𝜂 < 𝑔2} = 𝛾.

Розв’язуючи нерiвнiсть всерединi ймовiрностi вiдносно 𝜃, отримаємо для нього асимпто-
тичний довiрчий iнтервал:

P
{︂
1

𝜉
−
𝑧 1+𝛾

2√
𝑛𝜉

< 𝜃 <
1

𝜉
+
𝑧 1+𝛾

2√
𝑛𝜉

}︂
→ 𝛾, при 𝑛→ ∞.

17.3 Iнтервальне оцiнювання в нормальнiй моделi

17.3.1 Надiйний iнтервал для середнього, коли вiдома дисперсiя

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з нормального розподiлу 𝑁(𝜃, 𝜎2). Параметр 𝜃 невi-
домий, а 𝜎2 – вiдоме. Цю модель часто застосовують до даних, отриманих при незалежних
вимiрюваннях деякої величини 𝜃 за допомогою приладу (або методу), який має вiдому сере-
дню похибку (стандартну) 𝜎. Для цiєї моделi випадкова величина

𝐺(𝜉, 𝜃) =
√
𝑛
𝜉 − 𝜃

𝜎
, де 𝜉 =

𝜉1 + · · ·+ 𝜉𝑛
𝑛

,

буде центральною статистикою.
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Дiйсно, 𝐺(𝜉, 𝜃) =

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜃)

√
𝑛𝜎

як сума незалежних нормально розподiлених випадкових

величин буде розподiлена нормально. Оскiльки

M𝜃𝐺(𝜉, 𝜃) = 0, D𝜃𝐺(𝜉, 𝜃) = 1,

то 𝐺(𝜉, 𝜃) має нормальний розподiл з параметрами (0,1), який, очевидно, не залежить вiд
параметра 𝜃. При фiксованому 𝑥, функцiя 𝐺(𝜉, 𝜃) неперервна i монотонно спадна за 𝜃. Таким
чином умови 1),2) виконуються.

Розв’язком рiвнянь (17.3) будуть функцiї

𝑇1(𝑥) = 𝑥̄− 𝜎√
𝑛
𝑔2, 𝑇2(𝑥) = 𝑥̄− 𝜎√

𝑛
𝑔1,

а 𝛾-надiйний iнтервал для 𝜃 можна записати формулою

Δ𝛾(𝜉) =

(︂
𝜉 − 𝜎√

𝑛
𝑔2, 𝜉 −

𝜎√
𝑛
𝑔1

)︂
,

де 𝑔1 < 𝑔2 – довiльнi числа, що задовольняють умовi

Φ(𝑔2)− Φ(𝑔1) = 𝛾,

де Φ(·) – функцiя розподiлу стандартного нормального закону.

Хоч iнтервал Δ𝛾(𝜉) випадковий, його довжина стала i дорiвнює

𝑙𝛾(𝑔1, 𝑔2) =
𝜎(𝑔2 − 𝑔1)√

𝑛
.

Тому, щоб серед множини iнтервалiв Δ𝛾(𝜉) знайти iнтервал мiнiмальної довжини, треба
розв’язати задачу на умовний екстремум⎧⎪⎨⎪⎩

𝜎(𝑔2 − 𝑔1)√
𝑛

→ min,

Φ(𝑔2)− Φ(𝑔1) = 𝛾.

Використовуючи метод невизначених множникiв Лагранжа, можна довести, що мiнiмум до-
сягається при 𝑔2 = −𝑔1. Тепер 𝑔2 визначається однозначно

Φ(𝑔2)− Φ(−𝑔2) = Φ(𝑔2)− (1− Φ(𝑔2)) = 𝛾,

Φ(𝑔2) =
1 + 𝛾

2
,

𝑔2 = Φ−1

(︂
1 + 𝛾

2

)︂
,

де 𝑧 1+𝛾
2

= Φ−1
(︀
1+𝛾
2

)︀
– квантиль порядку 1+𝛾

2
для стандартного нормального розподiлу (див.

табл. 3 на стор. 302).

У результатi отримуємо оптимальний 𝛾-надiйний iнтервал

Δ𝛾(𝜉) =

(︂
𝜉 − 𝜎√

𝑛
𝑧 1+𝛾

2
, 𝜉 +

𝜎√
𝑛
𝑧 1+𝛾

2

)︂
.
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17.3.2 Надiйний iнтервал для дисперсiї, коли вiдоме середнє

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з нормального розподiлу 𝑁(𝜇, 𝜃2). Параметр 𝜇 тепер
вважатимемо вiдомим, а 𝜃2 – невiдомим. Таку модель можна використовувати для визначення
середньої точностi приладу (або методу) шляхом багатократних вимiрювань еталона.

За центральну статистику вiзьмемо 𝐺(𝜉, 𝜃) = 1
𝜃2

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜇)2. Розподiл випадкової ве-

личини 𝐺(𝜉, 𝜃) збiгається, очевидно, з розподiлом суми квадратiв 𝑛 незалежних випадкових
величин, кожна з яких розподiлена згiдно стандартного нормального закону розподiлу.

За параметром 𝜃 𝐺(𝜉, 𝜃) неперервна й монотонно спадна.

Застосовуючи метод центральної статистики, знаходимо нижню i верхню границю на-
дiйностi у виглядi

𝑇1(𝜉) =
1

𝑔2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜇)2, 𝑇2(𝜉) =
1

𝑔1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜇)2,

де числа 0 < 𝑔1 < 𝑔2 <∞ задовольняють умовi

𝛾 =

𝑔2∫︁
𝑔1

𝑘𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = P𝜃{𝑔1 < 𝐺(𝜉, 𝜃) < 𝑔2},

де 𝑘𝑛(𝑥) =
𝑥

𝑛
2
−1

2
𝑛
2Γ
(︀
𝑛
2

)︀ – щiльнiсть 𝜒2 розподiлу з 𝑛 степенями свободи, Γ(𝜆) =
∞∫︀
0

𝑥𝜆−1𝑒−𝑥𝑑𝑥, 𝜆 > 0

– гамма-функцiя.

Зазвичай 𝑔1 i 𝑔2 обирають так, щоб
𝑔1∫︁
0

𝑘𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
1− 𝛾

2
,

∞∫︁
𝑔2

𝑘𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
1− 𝛾

2
. (17.5)

В цьому випадку площа, що залишилася за межами криволiнiйної трапецiї з основою [𝑔1, 𝑔2]

дiлиться навпiл. Тепер 𝑔1 i 𝑔2 визначаються однозначно через 𝛾:

𝑔1 = 𝜒2
1−𝛾
2

(𝑛), 𝑔2 = 𝜒2
1+𝛾
2

(𝑛),

де 𝜒2
𝑝(𝑛) – 𝑝-квантиль розподiлу 𝜒2(𝑛) (див. табл. 7 на стор. 308).

Надiйний iнтервал, побудований за умови (17.4), називають центральним. Для моделi
𝑁(𝜇, 𝜃2) центральний надiйний iнтервал має вигляд

Δ𝛾(𝜉) =

(︃
1

𝜒2
1+𝛾
2

(𝑛)

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜇)2,
1

𝜒2
1−𝛾
2

(𝑛)

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜇)2

)︃
.

17.3.3 Загальна нормальна модель. Надiйний iнтервал для дисперсiї

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) – вибiрка з розподiлу 𝑁 (𝜃1, 𝜃
2
2). Щоб побудувати центральну

статистику для дисперсiї, потрiбен такий результат.
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Теорема 17.1 Нехай 𝜉′ = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) – вибiрка з розподiлу 𝑁 (𝜃1, 𝜃
2
2). Тодi

𝑛𝑆2

𝜃2
, де

𝑆2 (𝜉) = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1

(︀
𝜉𝑖 − 𝜉

)︀2
, має 𝜒2-розподiл з (𝑛− 1) ступенями свободи.

Звiдси випливає, що розподiл випадкової величини

𝐺
(︀
𝜉, 𝜃22

)︀
=

1

𝜃22

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝜉𝑖 − 𝜉

)︀2
збiгається з розподiлом 𝜒2 (𝑛− 1) i не залежить вiд параметру 𝜃 = (𝜃1, 𝜃

2
2). Неперервнiсть

i монотоннiсть за 𝜃2 очевидна. Отже 𝐺 (𝜉, 𝜃22) – центральна статистика для 𝜃22. Враховуючи
попереднiй аналiз𝑁 (𝜇, 𝜃2)-моделi, робимо висновок, що центральним 𝛾 - надiйним iнтервалом
для 𝜃22 є iнтервал

Δ𝛾(𝜉) =

(︃
𝑛𝑆2 (𝜉)

𝜒2
1+𝛾
2

,𝑛−1

,
𝑛𝑆2 (𝜉)

𝜒2
1−𝛾
2

,𝑛−1

)︃
, (17.6)

де 𝜒2
1+𝛾
2

,𝑛−1
– 1+𝛾

2
-квантиль розподiлу 𝜒2 (𝑛− 1) (див. табл. 7 на стор. 308).

17.3.4 Загальна нормальна модель. Надiйний iнтервал для середнього

Побудуємо центральну статистику для середнього 𝜃1 у загальнiй моделi 𝑁 (𝜃1, 𝜃
2
2).

Розглянемо випадкову величину

𝐺(𝜉, 𝜃1) =
√
𝑛− 1

𝜉 − 𝜃1
𝑆(𝜉)

=

√
𝑛(𝜉 − 𝜃1)/𝜃2√︂

1
𝜃22

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜉)2/(𝑛− 1)

.

Оскiльки вибiркове середнє 𝜉 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖 i дисперсiя 𝑆2 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1

(︀
𝜉𝑖 − 𝜉

)︀2 незалежнi, то
𝐺 (𝜉, 𝜃1) має розподiл Стьюдента з (𝑛− 1) степенями свободи. Таким чином 𝐺 (𝜉, 𝜃1) – цен-
тральна статистика для 𝜃1. Враховуючи схожiсть розподiлу Стьюдента i стандартного нор-
мального розподiлу, маємо для 𝜃1 надiйний iнтервал мiнiмальної довжини(︂

𝜉 − 𝑆 (𝜉)√
𝑛− 1

𝑡 1+𝛾
2

,𝑛−1, 𝜉 +
𝑆 (𝜉)√
𝑛− 1

𝑡 1+𝛾
2

,𝑛−1

)︂
, (17.7)

де 𝑡 1+𝛾
2

,𝑛−1 – 1+𝛾
2

-квантиль розподiлу Стьюдента з (𝑛− 1) степенями свободи (див. табл. 6 на
стор. 306).
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Приклад 17.5

Серед даних, з якими працював Вiльям Госсет (Стьюдент) є масив спостережень над
групою з 10 пацiєнтiв, яким давали два снодiйнi препарати для порiвняння їхньої ефе-
ктивностi i фiксували збiльшення годин сну порiвняно з контрольним рiвнем. Цей дата-
сет ”sleep” є, зокрема, в базовому пакетi ”datasets” R (iнформацiю про R див. в роздiлi
20 посiбника).

Розглянемо дiю першого препарату. Маємо 10 спостережень:

0.7, -1.6, -0.2, -1.2, -0.1, 3.4, 3.7, 0.8, 0.0, 2.0.

З певних мiркувань можна вважати цi данi нормально розподiленими. Обчислимо
надiйнi iнтервали рiвня 𝛾 = 0.95 для середнього ефекту першого препарату та його
дисперсiї.

В даному випадку параметри розподiлу невiдомi, тобто ми маємо справу з загаль-
ною нормальною моделлю. Спочатку знайдемо значення оцiнок середнього та дисперсiї
𝜉𝑛 та 𝑆2

𝑛 за формулами 𝜉 = 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖 i 𝑆2 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1

(︀
𝜉𝑖 − 𝜉

)︀2:
𝜉10 =

1

10
(0.7− 1.6− 0.2− 1.2− 0.1 + 3.4 + 3.7 + 0.8 + 0.0 + 2.0) = 0.75;

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜉10)
2 = (0.7− 0.75)2 + (−1.6− 0.75)2 + ...+ (2.0− 0.75)2 = 28.805;

𝑆2
10 =

1

10

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜉𝑖 − 𝜉𝑛)
2 = 2.8805; 𝑆10 ≈ 1.7.

Зауважимо, що в бiльшостi статистичних пакетiв (зокрема в R) в якостi оцiнки дисперсiї
за замовчуваням обчислюється незсунена оцiнка дисперсiї 𝑆2

𝑛, яка вiдрiзняється вiд 𝑆2
𝑛 :

𝑆2
𝑛 = 𝑛−1

𝑛
𝑆2
𝑛. Для дуже великих значень 𝑛 рiзниця мiж цими оцiнками дисперсiї буде

незначна, проте при роботi з невеликими датасетами, як в цьому прикладi, рiзниця
доволi суттєва. Отже, при використаннi подiбних програм треба пильнувати, що саме
вона обчислює.

В формулах (17.6) та (17.7) для обчислення надiйних iнтервалiв для загальної
нормальної моделi фiгурують також квантилi розподiлу Стьюдента та 𝜒2-розподiлу. Їх
вiзьмемо в таблицях 6 та 7 додатку для 𝑛− 1 = 9, (1 + 𝛾)/2 = 0.975, (1− 𝛾)/2 = 0.025 :

𝑡0.975;9 = 2.262; 𝜒2
0.975;9 = 19.023; 𝜒2

0.0.025;9 = 2.7.

Пiдставляючи отриманi значення в (17.7) та (17.6), матимемо надiйний iнтервал для
середнього ефекту снодiйного №1 (параметра 𝜃1 нормального розподiлу)(︂

0.75− 1.7√
9
· 2.262; 0.75 + 1.7√

9
· 2.262

)︂
= (−0.532; 2.032); (17.8)
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та для його дисперсiї (𝜃22)(︂
1

19.023
· 28.805; 1

2.7
· 28.805

)︂
= (1.514; 10.669).

Бачимо, що обидва iнтервали дуже широкi. Це пов’язано з тим, що даних для
аналiзу, насправдi, дуже мало, i точний висновок на їхнiй основi зробити неможливо.

Забiгаючи наперед, зауважимо, що надiйний iнтервал (17.8) для ефекту першого
снодiйного мiстить в собi значення 0. Це означає, що на основi наявних даних не можна
вважати ефект цього препарату значущим (вiдмiнним вiд 0). Детальнiше про подiбнi
висновки буде сказано в роздiлi ”Параметричнi гiпотези”.

17.4 Побудова надiйних iнтервалiв на основi точкових оцiнок

Якщо є деяка точкова оцiнка 𝑇 (𝜉) параметра 𝜃 i вiдома її функцiя розподiлу 𝐹𝑇 (𝑡, 𝜃),
то надiйний iнтервал можна побудувати при умовi, що 𝐹𝑇 (𝑡, 𝜃) неперервна i монотонна по 𝜃.

Обираючи рiзнi оцiнки 𝑇 (𝜉), отримаємо рiзнi надiйнi iнтервали. Кiнцева мета – при
фiксованому рiвнi надiйностi 𝛾 отримати якомога коротший iнтервал. Припустимо, що ви-
користовуються незсуненi i приблизно нормальнi оцiнки. Тодi iнтервали тим коротшi, чим
менше дисперсiя оцiнки. Таким чином ефективнi i асимптотично ефективнi оцiнки призво-
дять до найменших або асимптотично найменших iнтервалiв. Цим вимогам задовольняють
оцiнки максимальної вiрогiдностi 𝜃𝑛.

Зафiксуємо 0 < 𝛾 < 1 i 𝑐𝛾 визначимо з рiвняння 2Φ (𝑐𝛾) − 1 = 𝛾. Отже, 𝑐𝛾 = 𝑧 1+𝛾
2

=

Φ−1
(︀
1+𝛾
2

)︀
– квантиль порядку 1+𝛾

2
для стандартного нормального розподiлу (див. табл. 3 на

стор. 302). При виконаннi умов теореми про асимптотичну нормальнiсть оцiнок максимальної
вiрогiдностi

P𝜃

{︃
|𝜃𝑛 − 𝜃|

√︂
𝐼𝑛

(︁
𝜃𝑛

)︁
≤ 𝑐𝛾

}︃
−−−→
𝑛→∞

Φ(𝑐𝛾)− Φ(−𝑐𝛾) = 2Φ(𝑐𝛾)− 1 = 𝛾.

Отже, ⎛⎜⎜⎝𝜃𝑛 − 𝑧 1+𝛾
2√︂

𝐼𝑛

(︁
𝜃𝑛

)︁ , 𝜃𝑛 + 𝑧 1+𝛾
2√︂

𝐼𝑛

(︁
𝜃𝑛

)︁
⎞⎟⎟⎠

є асимптотично найменшим 𝛾-надiйним iнтервалом для параметра 𝜃.
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Приклад 17.6

Побудувати асимтотичний 𝛾-надiйний iнтервал для невiдомого параметра 𝜃 за вибiркою
з генеральної сукупностi з розподiлом Пуассона.

Розв’язок: Нехай 𝜉′ = (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) – вибiрка з генеральної сукупностi з розпо-
дiлом Пуассона з параметром 𝜃. Вiдповiдно

P {𝜉0 = 𝑥} =
𝜃𝑥

𝑥!
𝑒−𝜃, 𝑥 = 0, 1, . . .

Якщо 𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – реалiзацiя вектора 𝜉′, то функцiя вiрогiдностi

𝐿(𝑥, 𝜃) = 𝑒−𝑛𝜃 𝜃
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑥𝑘∏︀𝑛
𝑘=1 𝑥𝑘!

.

Далi,
𝜕 ln𝐿(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
=
𝑛

𝜃
(𝑥̄− 𝜃) ,

𝜕2 ln𝐿(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃2
= − 𝑛

𝜃2
𝑥̄.

З рiвняння
𝜕 ln𝐿(𝑥, 𝜃)

𝜕𝜃
= 0 знаходимо оцiнку максимальної вiрогiдностi

𝜃𝑛 = 𝜉 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘.

𝐼 (𝜃) = −M
𝜕2 ln𝐿(𝜉, 𝜃)

𝜕𝜃2
=
𝑛𝜃

𝜃2
=
𝑛

𝜃
.

Тодi асимптотично найкоротший 𝛾-надiйний iнтервал для параметра 𝜃 буде таким:(︃
𝜉 − 𝑧 1+𝛾

2

√︂
𝜉

𝑛
, 𝜉 + 𝑧 1+𝛾

2

√︂
𝜉

𝑛

)︃

Задача 17.1. Нехай 𝜉1, ..., 𝜉𝑛 – вибiрка розмiру 𝑛 з генеральної сукупностi з рiвномiрного
розподiлу на iнтервалi [𝜃, 𝜃 + 1], 𝜃 ∈ R. Яка довжина iнтервалу 𝑐𝛾 пiдiйде для побудови
надiйного iнтервалу на базi статистики 𝜉(1)?

Задача 17.2. Надiйний iнтервал для параметра бiномiального розподiлу Нехай

P {𝜉0 = 0} = 𝐶𝑥
𝑛𝜃

𝑥 (1− 𝜃)𝑛−𝑥 , 𝑥 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝜃 ∈ (0; 1).

Побудувати надiйний iнтервал для параметра 𝜃.

Задача 17.3. Для вибiрки (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (1, 2, 3) з генеральної сукупностi з розподiлом
𝑁(𝑚,𝜎2) побудувати довiрчi iнтервали для 𝑚 та для 𝜎2 при 𝛾 = 0.1.
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Задача 17.4. Знайти довiрчий iнтервал для ймовiрностi попадання снаряду в цiль з довiр-
чою ймовiрнiстю 𝛾 = 0.95, якщо пiсля 220 пострiлiв у цiль попало 75 снарядiв.

Задача 17.5. Виконано 100 незалежних випробувань, у результатi яких подiя 𝐴 спостерi-
галась 40 разiв. Побудувати надiйний iнтервал для ймовiрностi подiї 𝐴 за рiвнiв надiйностi
0.95 та 0.99, якщо кiлькiсть появ подiї 𝐴 має бiномiальний розподiл.

Задача 17.6. На телефоннiй станцiї проводились спостереження за кiлькiстю невiрних
з’єднань за хвилину. Спостереження упродовж години дали такi результати:

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 7
𝑛*
𝑖 8 17 16 10 6 2 1

Припускаючи, що кiлькiсть невiрних з’єднань за хвилину має пуассонiвський розподiл, знайти
надiйний iнтервал для невiдомого параметра з надiйнiстю 0.99.

Задача 17.7. Побудуйте надiйний iнтервал для параметра 𝜃 розподiлу 𝑁(𝜃, 4𝜃2).

Задача 17.8. Побудувати надiйний iнтервал для параметра 𝜃 за вибiркою 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛 iз
генеральної сукупностi з розподiлом:

a) P𝜃 {𝜉0 = 𝑥} =
𝜃𝑥

(1 + 𝜃)𝑥+1
, 𝑥 = 0, 1, . . ., 𝜃 > 0;

б) P𝜃 {𝜉0 = 𝑥} =
(𝜃 − 1)𝑥

𝜃𝑥+1
, 𝑥 = 0, 1, . . ., 𝜃 > 1.

Задача 17.9. Знайти надiйний iнтервал для параметрiв 𝑎 та 𝜎2 нормального розподiлу за
вибiркою:

a) 0.6, 2.4, 2.1, 1.4, 1.2, 4.8, 0.9, 1.1, 3.5, 3.0;

б) 0.2, 0.5, 1.0, 1.5, 0.8, 1.0, 2.0.

Для параметра 𝑎 покласти 𝛾 = 0.95, для 𝜎2 – 𝛾 = 0.9.

Задача 17.10. Знайти надiйний iнтервал для математичного сподiвання нормального роз-
подiлу 𝑁(𝑎, 𝜎2), якщо 𝑛 = 25, 𝑥̄ = 16.8, 𝜎2 = 25, 𝛾 = 0.99.

Задача 17.11. Знайти надiйний iнтервал для дисперсiї нормального розподiлу 𝑁(𝑎, 𝜃2),
якщо 𝑛 = 20, 𝑆2 = 10, 𝛾 = 0.99.

Задача 17.12. За групованою вибiркою з нормального розподiлу

𝑥𝑖 [-2; 0) [0;1) [1;2) [2;3) [3;4) [4;5) [5;6)
𝑛*
𝑖 3 3 4 6 2 1 1

з надiйнiстю 𝛾 = 0.95 знайти iнтервальнi оцiнки для параметра 𝑎, коли:

a) 𝜎2 = 4 ;

б) 𝜎2 - невiдоме.
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Знайти також надiйний iнтервал для 𝜎2, коли:

a) 𝑎 = 2 ;

б) 𝑎 - невiдоме. Надiйнiсть 𝛾 покласти 0.9.

Задача 17.13. Припускається, що ємнiсть конденсатора має розподiл 𝑁(𝑚, 16). За резуль-
татами вимiрювання партiї з 16 конденсаторiв, було визначено середню ємнiсть 𝑥̄ = 20 мкФ.
Знайти довiрчий iнтервал для невiдомого математичного сподiвання 𝑚 з рiвнем надiйностi
0.9.

Задача 17.14. З великої партiї електроламп випадковим чином було вiдiбрано 400 штук
для вимiрювання середньої тривалостi горiння. Вибiркове середнє тривалостi горiння ламп
виявилася рiвним 𝑥̄ = 500 год. Знайти з довiрчою ймовiрнiстю 𝛾 = 0.99 довiрчий iнтервал
для середньої тривалостi горiння електроламп по всiй партiї, якщо середнє квадратичне вiд-
хилення тривалостi горiння 𝜎 = 10 год.

Задача 17.15. Оцiнка величини опору для партiї резисторiв, пiдрахована за результата-
ми 100 тестiв, склала 𝑥̄ = 10 кОм. Вважаючи, що опiр резистора – нормально розподiлена
випадкова величина з дисперсiєю 𝜎2 = 1 кОм2, знайти:

a) ймовiрнiсть того, що для всiєї партiї опiр знаходиться в межах 10± 0.1 кОм;

б) скiльки вимiрiв (тестiв) треба зробити, щоб з iмовiрнiстю, не меншою за 0.95 стверджу-
вати, що опiр знаходиться в межах 10± 0.1 кОм.

Задача 17.16. Результати 10 вимiрiв ємностi конденсаторiв приладом, який не має система-
тичної помилки, склали такi вiдхилення вiд номiналу (мкФ): 5.4, –13.9, –11, 7.2, –15.6, 29.2,
1.4, –0.3, 6.6, –9.9. Знайти 90%-ий довiрчий iнтервал для дисперсiї та середньоквадратичного
вiдхилення.

Задача 17.17. Для визначення вертикального кута орiєнтира використовують середнє ари-
фметичне декiлькох вимiрiв кута за допомогою секстанта. Для вимiряних кутiв покладають
𝜎 = 1.5′ (1.5 хвилини). Знайти кiлькiсть вимiрiв, якi треба зробити, щоб

a) похибка результату з iмовiрнiстю 0.99 не перевищувала 1′;

б) похибка результату з iмовiрнiстю 0.95 не перевищувала 1.5′.

Задача 17.18. Середня квадратична похибка висотомiра 𝜎 = 15 м. Скiльки потрiбно мати
таких приладiв на лiтаку, щоб з iмовiрнiстю 0.99 похибка вимiру середньої висоти 𝜉 була
менша нiж 30 м? При цьому випадковi помилки розподiленi за нормальним законом, а систе-
матичнi помилки вiдсутнi.

Задача 17.19. Iз партiї валiв вiдiбрали 𝑛1 = 9 штук. Значення вибiркового середнього дiаме-
тру вала 𝑥̄1 = 30 мм, вибiркової дисперсiї 𝑆2

1 = 9 мм2. Потiм зробили повторний експеримент,
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вiдiбравши 𝑛2 = 16 шт. i отримали значення вибiркових оцiнок 𝑥̄2 = 29 мм, 𝑆2
1 = 4.5 мм2. Ви-

користовуючи об’єднанi вибiрковi оцiнки, знайдiть 99%-ий довiрчий iнтервал для середнього.

Задача 17.20. Вiдомо, що вимiрювальний пристрiй не має систематичних похибок, а ви-
падковi похибки вимiру пiдпорядковуються нормальному закону розподiлу. Скiльки потрiбно
провести вимiрiв для визначення оцiнки середнього квадратичного вiдхилення приладу, щоб
з довiрчою ймовiрнiстю 0.7 абсолютна величина похибки визначення цiєї величини була не
бiльша 20 % вiд 𝜎̄?

Задача 17.21. З автоматичної лiнiї, що виробляє пiдшипники, було вiдiбрано 100 шт., при-
чому 10 виявилися бракованими. Знайдiть:

a) 90%-ий довiрчий iнтервал для ймовiрностi того, що навмання вибраний пiдшипник ви-
явиться бракованим;

б) кiлькiсть пiдшипникiв, якi потрiбно перевiрити, щоб з ймовiрнiстю 0.9973 можна було
стверджувати, що доля браку вiдрiзняється вiд частоти не бiльше нiж на 0.05.

Задача 17.22. При перевiрцi 100 деталей iз великої партiї виявлено 10 бракованих. Знайдiть
95%-ий довiрчий iнтервал для кiлькостi бракованих деталей у всiй партiї.

Задача 17.23. При перевiрцi впливу снодiйного №2 вимiрювалась величина збiльшення
кiлькостi годин сну порiвняно з контрольним рiвнем для 10 пацiєнтiв (данi масиву ”sleep”,
див. приклад на стор. 236) отримано такi результати: 1.9, 0.8, 1.1, 0.1, -0.1, 4.4, 5.5, 1.6, 4.6,
3.4. Побудувати 0.99-надiйний iнтервал для дисперсiї та 0.9-надiйний iнтервал для середнього
ефекту цього препарату, вважаючи данi нормально розподiленими.
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18 ПЕРЕВIРКА СТАТИСТИЧНИХ ГIПОТЕЗ

18.1 Поняття статистичної гiпотези та статистичного критерiю

Статистична гiпотеза – це довiльне твердження про тип або властивостi розподiлiв
випадкових величин, що спостерiгаються в експериментi.

Приклад 18.1

Нехай експеримент полягає в багаторазовому вимiрюваннi деякої фiзичної величини,
точне значення якої 𝑎 невiдоме й у процесi вимiрювань не змiнюється. На результа-
ти вимiрювань впливають багато факторiв: точнiсть налагодження приладу, похибка
заокруглення тощо, тому результат 𝑖-го вимiрювання 𝜉𝑖 можна записати у виглядi

𝜉𝑖 = 𝑎+ 𝜀𝑖,

де 𝜀𝑖 – випадкова похибка вимiрювання.

Будемо вважати, що загальна похибка 𝜀𝑖 складається з великої кiлькостi похибок, ко-
жна з яких невелика. На основi центральної граничної теореми припускатимемо, що випадко-
вi величини 𝜉𝑖 мають нормальний розподiл. Таке припущення є статистичною гiпотезою про
тип розподiлу випадкових величин, що спостерiгаються. Наведемо кiлька типiв статистичних
гiпотез.

1. Гiпотеза про тип розподiлу. Нехай виконано 𝑛 незалежних спостережень над
деякою випадковою величиною 𝜉0 з невiдомою функцiєю розподiлу 𝐹𝜉0(𝑧). Гiпотеза, яка пiд-
лягає перевiрцi:

𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) = 𝐹 (𝑧),

де функцiя 𝐹 (𝑧) повнiстю задана, або 𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) ∈ F = {𝐹 (𝑧, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ} – задане сiмейство
функцiй розподiлу.

2. Гiпотеза однорiдностi. Нехай виконано 𝑘 серiй незалежних спостережень

(𝜉𝑖1, 𝜉𝑖2, . . . , 𝜉𝑖𝑛) 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘

з генеральних сукупностей з функцiями розподiлу 𝐹𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 (узагалi кажучи,
невiдомими). Чи є пiдстави розглядати цi данi як результати спостережень над тiєю самою
випадковою величиною? Якщо це так, то кажуть, що статистичнi данi однорiднi. Вiдповiдно
перевiряється гiпотеза однорiдностi

𝐻0 : 𝐹1(𝑧) = . . . = 𝐹𝑘(𝑧).
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3. Гiпотеза незалежностi.

В експериментi спостерiгається двовимiрна випадкова величина (𝜉, 𝜂) з невiдомою су-
мiсною функцiєю розподiлу 𝐹𝜉,𝜂(𝑧1, 𝑧2), i є пiдстави вважати, що компоненти 𝜉 та 𝜂 незалежнi.
У цьому випадку треба перевiрити гiпотезу незалежностi, тобто

𝐻0 : 𝐹𝜉,𝜂(𝑧1, 𝑧2) = 𝐹𝜉(𝑧1)𝐹𝜂(𝑧2).

Якщо гiпотеза 𝐻0 однозначно фiксує розподiл спостережень, то її називають простою, у
протилежному випадку – складною. У наведених вище прикладах лише гiпотеза про тип
розподiлу 𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) = 𝐹 (𝑧) є простою.

Статистичний критерiй – це правило, згiдно з яким гiпотеза, що перевiряється,
приймається або вiдхиляється.

Розглянемо методи перевiрки гiпотез описаних вище типiв. Нехай про розподiл вибiрки
𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛), що описує результати експерименту, сформульована гiпотеза 𝐻0. Необхiдно
перевiрити, узгоджуються чи нi статистичнi данi з цiєю гiпотезою. Вiдповiднi критерiї нази-
ваються критерiями згоди. Наведемо методику побудови критерiїв згоди.

Обирається статистика 𝑇 = 𝑇 (𝜉), яка характеризує вiдхилення емпiричних даних вiд
гiпотетичних значень, що вiдповiдають гiпотезi 𝐻0. Вона є мiрою розбiжностi статистичного
та гiпотетичного законiв розподiлу i називається статистикою критерiю. Розподiл стати-
стики 𝑇 = 𝑇 (𝜉) треба знати точно або наближено в припущеннi, що розподiл спостережень
збiгається з гiпотетичним.

Нехай таку статистику знайдено. Визначимо для фiксованого достатньо малого числа
𝛼 > 0 число 𝑡𝛼 так, щоб у випадку справедливостi гiпотези 𝐻0 iмовiрнiсть настання подiї
P{𝑇 (𝜉) > 𝑡𝛼|𝐻0} = 𝛼. Число 𝛼 називається рiвнем значущостi критерiю.

Нехай 𝑥′ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) – реалiзацiя вибiрки, а 𝑇 = 𝑇 (𝑥) – вiдповiдне значення стати-
стики 𝑇 , обчислене за статистичними даними. Якщо 𝑇 ≥ 𝑡𝛼, то вiдхилення вiд гiпотетичного
закону розподiлу вважається значущим i гiпотеза вiдхиляється. У протилежному випадку
немає пiдстав вiдмовлятися вiд висунутої гiпотези i слiд вважати, що спостереження не су-
перечать гiпотезi (на рiвнi 𝛼). Область {𝑇 ≥ 𝑡𝛼} називається критичною областю для
гiпотези 𝐻0.

18.2 Гiпотези про тип розподiлу

18.2.1 Критерiй згоди Колмогорова

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з генеральної сукупностi з невiдомою функцiєю роз-
подiлу 𝐹𝜉0(𝑧), про яку висунута проста гiпотеза 𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) = 𝐹 (𝑧), де 𝐹 (𝑧) – неперервна
функцiя. Статистикою критерiю Колмогорова є величина

𝐷𝑛 = 𝐷𝑛(𝜉) = sup
−∞<𝑧<+∞

|𝐹𝑛(𝑧)− 𝐹 (𝑧)|,
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яка є максимальним вiдхиленням емпiричної функцiї розподiлу 𝐹𝑛(𝑧) вiд гiпотетичної 𝐹 (𝑧).

У тих випадках, коли гiпотеза 𝐻0 справедлива, зi збiльшенням розмiру вибiрки 𝑛 вiд-
бувається зближення 𝐹𝑛(𝑧) iз 𝐹 (𝑧). Тому принаймнi для великих 𝑛 значення 𝐷𝑛 не повинно
iстотно вiдрiзнятися вiд 0.

Особливостi статистики 𝐷𝑛:

1) Її розподiл за справедливостi гiпотези 𝐻0 не залежить вiд вигляду функцiї 𝐹 (𝑧) :

𝐷𝑛 = sup
−∞<𝑧<+∞

|𝐹𝑛(𝑧)− 𝐹 (𝑧)| 𝑑
= sup

0<𝑢<1
|Φ𝑛(𝑢)− 𝑢|, (18.1)

де Φ𝑛(𝑢) – емпiрична функцiя розподiлу для вибiрки з рiвномiрного на iнтервалi (0, 1)
розподiлу, 𝑑

= – рiвнiсть за розподiлом.

Дiйсно, поклавши у (18.1) 𝑧 = 𝐹−1(𝑢), 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, де 𝐹−1(𝑢) – функцiя, обернена до
𝐹 (𝑧), отримаємо

𝐷𝑛 = sup
0<𝑢<1

|𝐹𝑛(𝐹
−1(𝑢))− 𝑢|.

Перейдемо до нових випадкових величин, використовуючи формулу

𝑈𝑖 = 𝐹 (𝜉𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Нехай 𝑈(1) ≤ 𝑈(2) ≤ . . . ≤ 𝑈(𝑛) – їхнiй варiацiйний ряд. Функцiя 𝐹 (𝑧) монотонна, тому
𝑈(𝑘) = 𝐹 (𝜉𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 i нерiвностi 𝐹 (−1)(𝑢) ≥ 𝜉(𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 еквiвалентнi нерiвно-

стям 𝑢 ≥ 𝑈(𝑛). Оскiльки 𝐹𝑛(𝑥) =
1
𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜒(𝑥− 𝜉(𝑘)), то маємо

𝐹𝑛(𝐹
(−1)(𝑢)) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(𝐹 (−1)(𝑢)− 𝜉(𝑘)) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜒(𝑢− 𝑈(𝑘)) = Φ𝑛(𝑢).

Тут функцiя 𝜒(𝑢) є функцiєю Гевiсайда:

𝜒(𝑢) =

{︃
1, якщо 𝑢 ≥ 0,

0, якщо 𝑢 < 0.

Розподiл 𝑈𝑖 збiгається з рiвномiрним розподiлом на (0, 1) i Φ𝑛(𝑢) – емпiрична функцiя
розподiлу для вибiрки з рiвномiрного розподiлу на (0, 1).

Цей факт дуже корисний, оскiльки достатньо обчислити розподiл 𝐷𝑛 тiльки один раз,
а саме для вибiрки з рiвномiрного на (0, 1) розподiлу, i використовувати його для пере-
вiрки гiпотези щодо довiльної неперервної функцiї розподiлу 𝐹 (𝑧).

2) Друга особливiсть полягає в тому, що

√
𝑛𝐷𝑛

сл⇒
𝑛→∞

𝜂,
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де випадкова величина 𝜂 має функцiю розподiлу Колмогорова

𝐾(𝑡) =
∞∑︁

𝑗=−∞
(−1)𝑗𝑒−2𝑗2𝑡2 .

Цей граничний розподiл i використовується як розподiл 𝐷𝑛 уже при 𝑛 ≥ 20.

Використаємо останнiй факт. За заданим рiвнем значущостi 𝛼 пiдбираємо число 𝜆𝛼

так, що
𝑃
{︀√

𝑛𝐷𝑛 ≥ 𝜆𝛼|𝐻0

}︀
≈ 1−𝐾(𝜆𝛼) = 𝛼.

У табл.4 додатка наведенi значення 𝐾(𝑥) для рiзних 𝑥. А в табл.5 можна знайти кри-
тичнi значення 𝜆𝛼 для розподiлу Колмогорова. Базуючись на цьому, будуємо правило пе-
ревiрки гiпотези 𝐻0.

Нехай 𝜆𝑛 =
√
𝑛𝐷𝑛 – значення статистики критерiю, обчислене за реалiзацiєю вибiрки

𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑛). Якщо 𝜆𝑛 ≥ 𝜆𝛼 , то гiпотеза вiдхиляється, а при 𝜆𝑛 < 𝜆𝛼 – приймається,
тобто робиться висновок, що статистичнi данi не суперечать гiпотезi.

Приклад 18.2

Нехай маємо реалiзацiю вибiрки 𝑥 : 0.7; 2.3; 4.8; 9.7; 5.3; 6.8; 5.9; 8.7; 1.4; 3.2. Треба пере-
вiрити гiпотезу про те, що величина, яка спостерiгається, має рiвномiрний розподiл на
[0; 10] з рiвнем значущостi 𝛼 = 0.05:

𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝑧 < 0,
𝑧
10
, якщо 𝑧 ∈ [0, 10],

1, якщо 𝑧 > 10.

Значення емпiричної та гiпотетичної функцiй розподiлу наведемо у таблицi (𝑛 = 10):

Значення 0.7 1.4 2.3 3.2 4.8 5.3 5.9 6.8 8.7 9.7
𝐹𝑛(𝑧𝑖) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
𝐹𝜉0(𝑧𝑖) 0.07 0.14 0.23 0.32 0.48 0.53 0.59 0.68 0.87 0.97

|𝐹𝑛(𝑧𝑖)− 𝐹𝜉0(𝑧𝑖)| 0.03 0.06 0.07 0.08 0.02 0.07 0.11 0.12 0.03 0.03

Значення статистики критерiю

𝜆𝑛 =
√
𝑛 sup

𝑧
|𝐹𝑛(𝑧)− 𝐹𝜉0(𝑧)| =

√
10 · 0.12 ≈ 0.38,

критична область визначається значенням 𝜆𝛼 = 1.358, яке взято з табл. 5. Оскiльки
𝜆𝑛 < 𝜆𝛼, то гiпотеза 𝐻0 приймається.

Розв’язування даного прикладу з використання мови програмування R див. на
стор. 291.
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18.2.2 Критерiй 𝜒2 К. Пiрсона

Нехай, як i ранiше, 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – вибiрка з генеральної сукупностi з невiдомою
функцiєю розподiлу 𝐹𝜉0(𝑧), про яку висунута проста гiпотеза

𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) = 𝐹 (𝑧).

Про властивостi гiпотетичної функцiї 𝐹 (𝑧) у даному випадку нiчого не вiдомо, тобто цей
критерiй можна використовувати як для неперервних, так i для дискретних розподiлiв.

Задамо 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑁 – iнтервали групування даних, що не перетинаються. Якщо
спостерiгається дискретна випадкова величина, то 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑁 – її рiзнi значення. Нехай
𝜈 ′ = (𝜈1, 𝜈2, . . . , 𝜈𝑁) – вектор частот потрапляння елементiв вибiрки до вiдповiдних iнтервалiв
групування. Позначимо

𝑝𝑖 = 𝑃{𝜉0 ∈ 𝐸𝑖|𝐻0}, 𝑖 = 1, 𝑁.

Очевидно, що 𝑀(𝜈𝑖|𝐻0) = 𝑛𝑝𝑖 як середнє бiномiального розподiлу з параметрами 𝑛 i 𝑝𝑖. За
мiру вiдхилення емпiричних даних вiд їхнiй гiпотетичних значень вiзьмемо статистику

𝜒̂2
𝑛 =

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝𝑖)
2

𝑛𝑝𝑖
.

Теорема 18.1 Якщо 0 < 𝑝𝑖 < 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , то при 𝑛 → ∞ розподiл величини 𝜒̂2
𝑛

слабко збiгається до 𝜒2-розподiлу з (𝑁 − 1) ступенями свободи.

Використовуючи апроксимацiю розподiлу статистики 𝜒̂2
𝑛 розподiлом 𝜒2, маємо

𝛼 =

∞∫︁
𝜒2
1−𝛼,𝑁−1

𝑘𝑁−1(𝑥)𝑑𝑥 ≈ 𝑃
{︀
𝜒̂2
𝑛 ≥ 𝜒2

1−𝛼,𝑁−1|𝐻0

}︀
.

Таким чином, критична область – це множина
{︀
𝑡 : 𝑡 ≥ 𝜒2

1−𝛼,𝑁−1

}︀
.

На практицi граничний розподiл 𝜒2(𝑁 − 1) можна використовувати з непоганим на-
ближенням уже при 𝑛 ≥ 50 i 𝜈𝑖 ≥ 5.

Критерiй перевiрки гiпотези 𝐻0 будується таким чином. Обчисливши значення
статистики критерiю 𝜒̂2

𝑛 =
∑︀𝑁

𝑖=1
(𝜈𝑖−𝑛𝑝𝑖)

2

𝑛𝑝𝑖
i вибравши рiвень значущостi 𝛼, за таблицею значень

квантилiв 𝜒2-розподiлу (табл. 7) визначимо величину 𝜒2
1−𝛼,𝑁−1 таку, що

𝑃
{︀
𝜒2(𝑁 − 1) ≥ 𝜒2

1−𝛼,𝑁−1

}︀
= 𝛼

(або 𝑃
{︀
𝜒2(𝑁 − 1) < 𝜒2

1−𝛼,𝑁−1

}︀
= 1 − 𝛼 ). Якщо 𝜒̂2

𝑛 ≥ 𝜒2
1−𝛼,𝑁−1, то гiпотеза 𝐻0 вiдхиляється,

якщо ж 𝜒̂2
𝑛 < 𝜒2

1−𝛼,𝑁−1, – то приймається.
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Приклад 18.3

При 50 пiдкиданнях монети герб з’явився 20 раз. Чи можна вважати, що монета симе-
трична? Прийняти 𝛼 = 0.1.

Розв’язок: Експеримент iз пiдкиданням монети можна описати в термiнах не-
залежних спостережень випадкової величини 𝜉0, яка набуває двох значень: 𝑥 = 1, якщо
випав герб, та 0, якщо випала решка. Гiпотеза про симетричнiсть монети в термiнах
розподiлу 𝜉0 формулюється так: розподiлом 𝜉0 є

𝑃 {𝜉 = 𝑥} =
1

2𝑥
· 1

21−𝑥
=

1

2
, 𝑥 = 0, 1.

Iмовiрностi потрапляння вибiркових значень у пiдмножини вибiркових значень,
якими є двi пiдмножини 𝑋0 = {0} та 𝑋1 = {1}, пiдрахованi за гiпотетичним розподiлом,
становлять 𝑝0 = 𝑝1 = 1/2.

Пiдрахуємо значення статистики критерiю 𝜒2:

𝜒2 =

(︀
30− 1

2
50
)︀2

1
2
50

+

(︀
20− 1

2
50
)︀2

1
2
50

= 2.

У таблицi значень 𝜒2-розподiлу (див. табл. 7 додатка) шукаємо значення

𝜒2
1−𝛼,𝑛−1 = 𝜒2

0.9,1 = 2.71.

Оскiльки значення статистики критерiю не перевищує табличне, то гiпотеза приймає-
ться. Таким чином, гiпотеза узгоджується з даними експерименту, або, iншими словами,
гiпотеза про симетричнiсть монети не суперечить експериментальним даним.

Як розв’язати дану задачу за допомогою мови програмування R див. на стор. 292

Критерiй Пiрсона для перевiрки гiпотези про вид розподiлу у випадку на-
явностi невiдомих параметрiв. Гiпотетичний розподiл, що не залежить вiд параметрiв, на
практицi зустрiчається рiдко. Зазвичай гiпотетичний розподiл залежить вiд невiдомих пара-
метрiв, стосовно значень яких є лише iнформацiя, що мiститься у виборцi. У такому випадку
маємо задачу перевiрки складних гiпотез, для яких також можна використовувати критерiй
𝜒2, проте в дещо зкоригованiй формi.

Нехай за вибiркою 𝜉′ = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) треба перевiрити гiпотезу

𝐻 ′
0 : 𝐹𝜉0(𝑥) ∈ 𝐹,
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де 𝐹 = {𝐹 (𝑥, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ ⊆ R𝑚} – задане сiмейство функцiй розподiлу. Значення параметрiв,
а отже, i ймовiрностей 𝑝𝑖(𝜃), невiдомi. Природно оцiнити невiдомий параметр 𝜃 за вибiркою
й у статистику пiдставити ймовiрностi, пiдрахованi через 𝐹 (𝑥, 𝜃𝑛), де 𝜃𝑛 – оцiнка 𝜃. Проте
в цьому випадку величини 𝑝𝑖(𝜃𝑛) уже не є сталi, вони є функцiями вiд вибiрки, а отже,
випадковими величинами. Окрiм того, граничний розподiл статистики критерiю залежить вiд
методу побудови оцiнки 𝜃𝑛. Тому теорема 18.1 не може бути застосована, оскiльки розподiл
статистики критерiю вже буде iнакшим. Р. Фiшер показав, що iснують методи оцiнювання
параметра 𝜃, за яких граничним розподiлом для статистики критерiю буде 𝜒2-розподiл, але
з (𝑁 −𝑚− 1) ступенями свободи, де 𝑚 – розмiрнiсть вектору невiдомих параметрiв 𝜃. Одним
з таких методiв є метод мiнiмуму 𝜒2.

Отже, нехай 𝜃* = 𝜃*(𝜉) – значення параметра 𝜃, за якого статистика

𝜒̂2
𝑛(𝜃) =

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝𝑖(𝜃))
2

𝑛𝑝𝑖(𝜃)
. (18.2)

досягає мiнiмуму при заданiй вибiрцi 𝜉.

Теорема 18.2 (Р. Фiшер) Якщо справедлива гiпотеза 𝐻 ′
0, 𝑚 – розмiрнiсть невiдомого

параметра 𝜃, то при фiксованому 𝑁 та при 𝑛 → ∞ розподiл величини 𝜒̂2
𝑛(𝜃

*) слабко
збiгається до 𝜒2-розподiлу з (𝑁 −𝑚− 1) ступенями свободи

𝜒̂2
𝑛(𝜃

*) =
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝𝑖(𝜃
*))2

𝑛𝑝𝑖(𝜃*)
⇒ 𝜒2(𝑁 −𝑚− 1).

Далi критерiй перевiрки гiпотези𝐻 ′
0 будується аналогiчно наведеному вище алгоритму.

Якщо значення статистики критерiю, обчислене за реалiзацiєю вибiрки, 𝜒̂2
𝑛(𝜃

*) ≥ 𝜒2
1−𝛼,𝑁−𝑚−1,

то гiпотеза𝐻 ′
0 вiдхиляється, якщо ж 𝜒̂2

𝑛(𝜃
*) < 𝜒2

1−𝛼,𝑁−𝑚−1, то немає пiдстав вiдхилити гiпотезу,
отже, 𝐻 ′

0 приймається.

Зауваження 1. Обчислення точки мiнiмуму функцiї (18.2) в загальному випадку мо-
жливе лише чисельно. Проте доведено, що оцiнки параметрiв 𝜆 розподiлу Пуассона та 𝜇

нормального розподiлу близькi до вибiркового середнього, а оцiнкою 𝜎2 нормального розпо-
дiлу є вибiркова дисперсiя 𝑆2 = 1

𝑛

∑︀𝑁
𝑖=1 𝜈𝑖(𝜉𝑖 − 𝜉)2, обчисленi по групованiй вибiрцi.

Зауваження 2. На практицi можливий випадок, коли вибiрка згрупована, проте до-
ступними також є значення 𝑥1, ..., 𝑥𝑛. В такiй ситуацiї можна оцiнити невiдомi параметри
бiльш ефективно, скажiмо, за допомогою методу максимальної вiрогiдностi, на базi значень
𝑥1, ..., 𝑥𝑛 вибiрки. При використаннi таких оцiнок граничний розподiл статистики критерiю
знаходиться мiж 𝜒2-розподiлом з 𝑁 − 1 ступенем свободи та 𝜒2-розподiлом з 𝑁 − 𝑚 − 1
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ступенем свободи. Кiлька ”втрачених” ступенiв свободи повертаються завдяки ефективному
оцiнюванню невiдомих параметрiв.

Приклад 18.4 [18], ст. 160.

За час другої свiтової вiйни в пiвденнiй частинi Лондона впало 535 балiстичних ракет.
Уся ця територiя була роздiлена на 576 дiлянок площею по 0.25 км2. Нижче наведенi
числа дiлянок 𝑛𝑘 на якi впало 𝑘 ракет

𝑘 0 1 2 3 4 5
𝑛𝑘 229 211 93 35 7 1

Чи узгоджуються цi данi з гiпотезою про те, що число ракет, якi впали на кожну
дiлянку, мають розподiл Пуассона? Прийняти 𝛼 = 0.05.

Розв’язок: Маємо 𝑛 =
5∑︀

𝑘=0

𝑛𝑘 = 576 незалежних спостережень випадкової вели-

чини 𝜉0 – кiлькостi балiстичних ракет, що впали на дiлянку.

Вiдносно невiдомого розподiлу випадкової величини 𝜉0 висувається гiпотеза

𝐻0 : 𝑃 {𝜉0 = 𝑘} =
𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

яку треба перевiрити.

Параметр 𝜆 гiпотетичного розподiлу невiдомий. За його оцiнку ми можемо взяти
вибiркове середнє:

𝜆̂ =
1

576
(0 · 229 + 1 · 211 + 2 · 93 + 3 · 35 + 4 · 7 + 5 · 1) ≈ 0.9,

отже, гiпотетичний розподiл має вигляд

𝑃 {𝜉0 = 𝑘} =
0.9𝑘

𝑘!
𝑒−0.9, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Користуючись наведеною вище методикою, шукаємо значення статистики крите-
рiю 𝜒̂2

𝑛:

𝜒̂2
𝑛 =

(229− 576𝑒−0.9)2

576𝑒−0.9
+

(211− 576 · 0.9𝑒−0.9)2

576 · 0.9𝑒−0.9
+

+
(93− 576 (0.9)2

2!
𝑒−0.9)2

576 (0.9)2

2!
𝑒−0.9

+
(35− 576 (0.9)3

3!
𝑒−0.9)2

576 (0.9)3

3!
𝑒−0.9

+

+

(︁
7− 576 (0.9)4

4!
𝑒−0.9

)︁2
576 (0.9)4

4!
𝑒−0.9

+

(︂
1− 576

(︂
1−

4∑︀
𝑖=0

(0.9)𝑖

𝑖!
𝑒−0.9

)︂)︂2

576

(︂
1−

4∑︀
𝑖=0

(0.9)𝑖

𝑖!
𝑒−0.9

)︂ ≈ 1.171.
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Отримане значення порiвнюємо з табличним значенням 𝜒2
1−𝛼,𝑁−1−𝑚, де 𝑚 – кiль-

кiсть параметрiв, оцiнених за вибiркою, 𝑁 – кiлькiсть пiдмножин, на якi розбито ви-
бiрковий простiр. Маємо 𝜒2

1−𝛼,𝑁−2 = 𝜒2
0,95;4 = 9.49. Таким чином, експериментальнi данi

узгоджуються з гiпотезою.

Приклад розв’язування цiєї задачi за допомогою R можна знайти на стор. 293.

Приклад 18.5 Перевiрка узгодженостi з нормальним розподiлом (параметри невiдомi)

За спостереженнями, наведеними у таблицi, за допомогою критерiю 𝜒2 з рiвнем
значущостi 𝛼 = 0.05 перевiрити гiпотезу про те, що випадкова величина має нормальний
розподiл.

Iнтервал [-4;0) [0;2) [2;4) [4;6)
𝜈𝑖 20 40 30 10

Розв’язок. Маємо груповану вибiрку з 𝑁 = 4 iнтервали групування. Ймовiрно-
стi того, що випадкова величина, яка має нормальний розподiл з параметрами (𝜇, 𝜎2),
набуде значення з 𝑖-го iнтервалу групування [𝑧𝑖−1; 𝑧𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4, може бути обчи-
слена за допомогою функцiї розподiлу стандартного нормального розподiлу Φ(𝑧) =
1√
2𝜋

∫︀ 𝑧

−∞ 𝑒−𝑡2/2𝑑𝑡, значення якої наведенi в таблицi 3 додатку:

𝑝𝑖 = P{𝜉0 ∈ [𝑧𝑖−1; 𝑧𝑖)} =

∫︁ 𝑧𝑖

𝑧𝑖−1

𝜑𝜇,𝜎2(𝑡)𝑑𝑡 = Φ

(︂
𝑧𝑖 − 𝜇

𝜎

)︂
− Φ

(︂
𝑧𝑖−1 − 𝜇

𝜎

)︂

Для обчислення цих ймовiрностей нам будуть потрiбнi оцiнки параметрiв 𝜇̂ та 𝜎̂2,
обчисленi згiдно зауваженню 2. Тодi величини

𝑝𝑖 = Φ

(︂
𝑧𝑖 − 𝜇̂

𝜎̂

)︂
− Φ

(︂
𝑧𝑖−1 − 𝜇̂

𝜎̂

)︂
можуть бути обчисленi на основi iнформацiї, що мiститься у виборцi, i статистика кри-
терiю 𝜒2 обчислена за формулою

𝜒̂2
𝑛(𝜇̂, 𝜎̂

2) =
4∑︁

𝑖=1

(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝𝑖)
2

𝑛𝑝𝑖
⇒ 𝜒2(4− 2− 1) = 𝜒2(1).

Гiпотеза про згоду з нормальним розподiлом має бути вiдхилена, якщо обчислене зна-
чення цiєї статистики критерiю буде бiльшим за вiдповiдне критичне значення для 𝜒2-
розподiлу з одним ступенем свободи.
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Отже, обчислимо значення оцiнок параметрiв нормального розподiлу:

𝜇̂ = 𝑥̄ =
1

100
(−40 + 40 + 90 + 50) = 1.4;

𝜎̂2 = 𝑆2 =
1

𝑛

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜈𝑖(𝑥
*
𝑖 − 𝑥̄)2 =

=
1

100

(︀
(−2− 1.4)2 · 20 + (1− 1.4)2 · 40 + (3− 1.4)2 · 30 + (5− 1.4)2 · 10

)︀
=

= 4.48, 𝜎̂ = 𝑆 ≈ 2.1.

Тут для обчислень в якостi типового значення кожного iнтервалу береться 𝑥*𝑖 – його
середина.

Тепер пiдрахуємо оцiнки ймовiрностей 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 4, користуючись таблицями для
функцiї розподiлу стандартного нормального закону:

𝑝1 = P{−4 ≤ 𝜉0 < 0} = P

{︂−4− 1.4

2.1
≤ 𝜉0 − 𝜇̂

𝜎̂
<

0− 1.4

2.1

}︂
=

= Φ(−0.66)− Φ(−2.57) = 0.2546− 0.0051 = 0.2495;

𝑝2 = P{0 ≤ 𝜉0 < 2} = P

{︂
0− 1.4

2.1
≤ 𝜉0 − 𝜇̂

𝜎̂
<

2− 1.4

2.1

}︂
=

= Φ(0.29)− Φ(−0.66) = 0.6141− 0.2546 = 0.3595;

𝑝3 = P{2 ≤ 𝜉0 < 4} = P

{︂
2− 1.4

2.1
≤ 𝜉0 − 𝜇̂

𝜎̂
<

4− 1.4

2.1

}︂
=

= Φ(1.24)− Φ(0.29) = 0.8925− 0.6141 = 0.2784;

𝑝4 = P{4 ≤ 𝜉0 < 6} = P

{︂
4− 1.4

2.1
≤ 𝜉0 − 𝜇̂

𝜎̂
<

6− 1.4

2.1

}︂
=

= Φ(2.19)− Φ(1.24) = 0.9857− 0.8925 = 0.0932.

Обчисленi результати зручно занести в таблицю:

Iнтервал [-4;0) [0;2) [2;4) [4;6)
𝜈𝑖 20 40 30 10
𝑝𝑖 0.2495 0.3595 0.2784 0.0932
𝑛𝑝𝑖 24.95 35.95 27.84 9.32

(𝜈𝑖 − 𝑛𝑝𝑖)
2 24.5 16.4 4.67 0.64

(𝜈𝑖−𝑛𝑝𝑖)
2

𝑛𝑝𝑖
0.98 0.46 0.17 0.07
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Значення статистики критерiю є сумою нижнього рядка таблицi: 𝜒̂2
𝑛 = 1.68. Кiль-

кiсть iнтервалiв 𝑁 = 4, кiлькiсть невiдомих параметрiв 𝑚 = 2, отже кiлькiсть ступенiв
свободи граничного 𝜒2-розподiлу 4 − 2 − 1 = 1. В таблицi 7 знаходимо критичне зна-
чення 𝜒2

0.95;1 = 3.841. Оскiльки 1.68 < 3.841, то ми не маємо пiдстав вiдхилити нульову
гiпотезу про те, що спостережувана величина має нормальний розподiл. Отже, гiпотеза
про узгодження з нормальним розподiлом приймається.

18.3 Гiпотези однорiдностi

Нехай є двi незалежнi вибiрки 𝜉′ = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) i 𝜂′ = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑚), якi описують одне
й те саме явище, однак отриманi вони в рiзний час i в рiзних умовах. Треба перевiрити чи
будуть цi вибiрки з одного розподiлу, чи закон розподiлу вiд вибiрки до вибiрки змiнювався.

Подiбна задача може виникнути при контролi якостi деякої продукцiї. У загальному
виглядi її можна сформулювати так.

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) – вибiрка з деякою невiдомою функцiєю розподiлу 𝐹1(𝑥), а
𝜂′ = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑚) – вибiрка з деякою невiдомою функцiєю розподiлу 𝐹2(𝑥). Треба перевiрити
гiпотезу однорiдностi

𝐻0 : 𝐹1(𝑥) = 𝐹2(𝑥).

18.3.1 Критерiй Смiрнова-Колмогорова

Одним з критерiїв перевiрки гiпотези однорiдностi є критерiй Смирнова–Колмогорова,
який застосовують у випадку неперервних розподiлiв. Цей критерiй базується на статистицi
𝐷𝑛𝑚 = sup−∞<𝑥<∞ |𝐹1𝑛(𝑥)− 𝐹2𝑚(𝑥)|, де 𝐹1𝑛(𝑥) i 𝐹2𝑚(𝑥) – емпiричнi функцiї розподiлу, побу-
дованi за першою та другою вибiрками.

Критичну границю знаходять на основi вiдомого при гiпотезi 𝐻0 граничного розподiлу
статистики 𝐷𝑛𝑚.

Теорема 18.3 Нехай 𝐹1𝑛(𝑥) i 𝐹2𝑚(𝑥) – двi емпiричнi функцiї розподiлу, якi побудованi
на основi двох незалежних вибiрок об’ємiв 𝑛 i 𝑚 одного i того ж розподiлу, який має
неперервну функцiю розподiлу 𝐹 (𝑥). Тодi для довiльного фiксованого 𝑡 > 0

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑃
{︁√︀

𝑛𝑚/(𝑛+𝑚)𝐷𝑛𝑚 ≤ 𝑡
}︁
= 𝐾(𝑡) =

∞∑︁
𝑗=−∞

(−1)𝑗𝑒−2𝑗2𝑡2 .
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Вiдповiдно за мiру розбiжностi приймається величина

𝜆𝑛𝑚 =

√︂
𝑛𝑚

𝑛+𝑚
𝐷𝑛𝑚 =

√︂
𝑛𝑚

𝑛+𝑚
sup

−∞<𝑥<∞
|𝐹1𝑛(𝑥)− 𝐹2𝑚(𝑥)|,

розподiл якої збiгається, згiдно з теоремою, до розподiлу Колмогорова. Далi критерiй будує-
ться аналогiчно критерiю Колмогорова: за заданим рiвнем значущостi 𝛼 знайдемо за табли-
цею критичне значення 𝜆𝛼 (табл. 4 додатка). Якщо 𝜆𝑛𝑚 ≥ 𝜆𝛼, то гiпотеза 𝐻0 вiдхиляється,
якщо ж 𝜆𝑛𝑚 < 𝜆𝛼 - приймається.

18.3.2 Критерiй однорiдностi 𝜒2

Цей критерiй можна використовувати для перевiрки дискретних даних. Окрiм того,
за його допомогою можна перевiряти однорiднiсть будь-якої скiнченної кiлькостi вибiрок
(критерiй Смiрнова-Колмогорова може аналiзувати лише двi вибiрки).

Припустимо, що виконано 𝑘 послiдовних серiй незалежних спостережень, якi включа-
ють 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 спостережень вiдповiдно. При цьому в кожному експериментi може з’являтися
один iз 𝑠 результатiв.

Нехай 𝜈𝑖𝑗 – число реалiзацiй 𝑖-го результату в 𝑗–iй серiї, так що
𝑠∑︀

𝑖=1

𝜈𝑖𝑗 = 𝑛𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘,

𝑛1 + 𝑛2 + · · · + 𝑛𝑘 = 𝑛 - загальний обсяг спостережень. Треба перевiрити гiпотезу 𝐻0, що всi
спостереження були над одною i тою самою випадковою величиною.

Так як 𝑀 {𝜈𝑖𝑗|𝐻0} = 𝑛𝑗𝑝𝑖, то, спираючись на принцип 𝜒2, за мiру вiдхилення емпiри-
чних даних вiд їхнiй гiпотетичних значень у даному випадку слiд брати статистику

𝜒̂2
𝑛 =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑘∑︁
𝑗=1

(︀
𝜈𝑖𝑗 − 𝑛𝑗

𝜈𝑖∙
𝑛

)︀2
𝑛𝑗

𝜈𝑖∙
𝑛

, 𝜈𝑖∙ =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜈𝑖𝑗.

Для знаходження критичної границi застосовують таку граничну теорему:

𝜒2
𝑛

сл.⇒
𝑛→∞

𝜒2((𝑠− 1)(𝑘 − 1)).

У таблицi 𝜒2-розподiлу (табл. 7 додатка) за заданим рiвнем значущостi 𝛼 та кiлькiстю
ступенiв свободи (𝑠− 1)(𝑘 − 1) знаходимо число 𝜒2

1−𝛼,(𝑠−1)(𝑘−1) таке, що

𝑃
{︀
𝜒2((𝑠− 1)(𝑘 − 1)) ≥ 𝜒2

1−𝛼,(𝑠−1)(𝑘−1)

}︀
= 𝛼

або 𝑃
{︁
𝜒2((𝑠− 1)(𝑘 − 1)) < 𝜒2

1−𝛼,(𝑠−1)(𝑘−1)

}︁
= 1− 𝛼. Якщо значення статистики критерiю

𝜒̂2
𝑛 ≥ 𝜒2

1−𝛼,(𝑠−1)(𝑘−1),

то гiпотеза 𝐻0 вiдхиляється. У протилежному випадку – приймається.
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Приклад 18.6

За допомогою критерiю 𝜒2 перевiрити гiпотезу однорiдностi двох вибiрок при 𝛼 = 0.05.

𝑥𝑖 1 2 3 4
𝜈𝑖1 40 26 24 10
𝜈𝑖2 30 20 30 20
𝜈𝑖∙ 70 46 54 30

Розв’язок: 𝑛1 = 100, 𝑛2 = 100, 𝑛 = 200.

𝜒2
𝑛 =

(40− 35)2

35
+

(26− 23)2

23
+

(24− 27)2

27
+

(10− 15)2

15
+

(30− 35)2

35
+

+
(20− 23)2

23
+

(30− 27)2

27
+

(20− 15)2

15
= 6.2;

𝜒2
0.95,3 = 7.815.

Оскiльки 6.2 < 7.815, то гiпотеза приймається.

18.3.3 Гiпотези незалежностi. Критерiй незалежностi 𝜒2

Є 𝑛 незалежних спостережень (𝜉1, 𝜂1), . . . , (𝜉𝑛, 𝜂𝑛) випадкової величини (𝜉0, 𝜂0) з невi-
домою функцiєю розподiлу 𝐹𝜉0,𝜂0(𝑥, 𝑦), для якої треба перевiрити гiпотезу

𝐻0 : 𝐹𝜉0,𝜂0(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝜉0(𝑥)𝐹𝜂0(𝑦),

де 𝐹𝜉0(·), 𝐹𝜂0(·) - одновимiрнi функцiї розподiлу.

Будемо припускати, що випадкова величина 𝜉0 приймає скiнченне число значень 𝑠, якi
будемо позначати лiтерами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, а друга компонента 𝜂0 - 𝑘 значень 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘.

Якщо модель має iншу структуру, то групують усi можливi значення випадкових ве-
личин окремо по першiй i другiй компонентам. В цьому випадку множина значень 𝜉0 роз-
бивається на 𝑠 iнтервалiв 𝐸(1)

1 , . . . , 𝐸
(1)
𝑠 , а множина значень 𝜂0 на 𝑘 iнтервалiв 𝐸(2)

1 , . . . , 𝐸
(2)
𝑘 ,

множина значень вектора (𝜉0, 𝜂0) на 𝑁 = 𝑠 · 𝑘 прямокутникiв 𝐸(1)
𝑖 × 𝐸

(2)
𝑗 .

Позначимо через 𝜈𝑖𝑗 - число спостережень пари (𝑎𝑖, 𝑏𝑗) (або число елементiв вибiрки,

якi належать прямокутнику 𝐸(1)
𝑖 × 𝐸

(2)
𝑗 , якщо данi групуються), так що

𝑠∑︀
𝑖=1

𝑘∑︀
𝑗=1

𝜈𝑖𝑗 = 𝑛.

Результати спостережень зручно подати у виглядi таблицi спряженостi двох ознак:
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𝑏1 . . . 𝑏𝑘 Сума
𝑎1 𝜈11 . . . 𝜈1𝑘 𝜈1∙

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑠 𝜈𝑠1 . . . 𝜈𝑠𝑘 𝜈𝑠∙

Сума 𝜈∙1 . . . 𝜈∙𝑘 𝑛

Вiдстань мiж емпiричними даними i їхнiми гiпотетичними значеннями має вигляд

𝜒̂2
𝑛 =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑘∑︁
𝑗=1

(︀
𝜈𝑖𝑗 − 𝑛𝜈𝑖∙

𝑛

𝜈∙𝑗
𝑛

)︀2
𝑛𝑗

𝜈𝑖∙
𝑛

𝜈∙𝑗
𝑛

, 𝜈∙𝑗 =
𝑠∑︁

𝑖=1

𝜈𝑖𝑗, 𝜈𝑖∙ =
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜈𝑖𝑗.

При 𝑛→ ∞ розподiл вiдхилення 𝜒̂2
𝑛 збiгається до 𝜒2-розподiлу iз (𝑠−1)(𝑘−1) ступенями

свободи.

Вибiр табличного значення 𝜒2
1−𝛼,(𝑠−1)(𝑘−1) i прийняття рiшення про допустимiсть гiпо-

тези робиться аналогiчно описанiй вище процедурi для критерiю однорiдностi 𝜒2. При цьому
з iмовiрнiстю 𝛼 гiпотеза 𝐻0 буде вiдхилятися, коли вона вiрна.

Приклад 18.7

Нижче наведенi результати опитування 100 студентiв перших трьох курсiв, яким стави-
лося одне питання: “Чи вважаєте ви, що курiння заважає навчанню?”

З’ясувати чи пiдтведжують цi данi припущення про те, що вiдношення до курiння
студентiв на рiзних курсах рiзне? Прийняти 𝛼 = 0.05.

Вiдповiдь/Курс 1 2 3 Сума
Так - 30 25 55

Не знаю 8 5 7 20
Нi 15 10 - 25

Сума 23 45 32 100

Розв’язок:

𝜒̂2
𝑛 =

(︀
0− 100 23

100
55
100

)︀2
100 23

100
55
100

+

(︀
30− 100 55

100
45
100

)︀2
100 55

100
45
100

+

(︀
25− 100 55

100
32
100

)︀2
100 55

100
32
100

+ · · · = 44.2

𝜒2
1−𝛼,(𝑠−1)(𝑘−1) = 𝜒2

0.95,4 ≈ 9.49.

Гiпотеза про незалежнiсть вiдхиляється i сформульована теза приймається.
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Приклад розв’язування цiєї задачi за допомогою R можна знайти на стор. 294.

Задача 18.1. За спостереженнями, наведеними у таблицi, за допомогою критерiю 𝜒2 пере-
вiрити гiпотезу, що випадкова величина має пуассонiвський розподiл.

а) 𝛼 = 0.05,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4
𝑚𝑖 109 65 22 3 1

б) 𝛼 = 0.05,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7
𝑚𝑖 112 168 120 61 32 5 1 1

в) 𝛼 = 0.05,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5
𝑚𝑖 229 211 93 35 7 1

г)𝛼 = 0.01,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7
𝑚𝑖 8 17 16 10 6 2 0 1

д) 𝛼 = 0.1,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5
𝑚𝑖 376 100 81 35 7 1

Задача 18.2. За спостереженнями, наведеними у таблицi, за допомогою критерiю 𝜒2 пе-
ревiрити згоду з рiвномiрним розподiлом. У першому рядку таблицi вказана лiва границя
iнтервалу (𝑖 – номер iнтервалу [𝑖, 𝑖+ 1) ).

а) 𝛼 = 0.05,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
𝑚𝑖 48 42 36 54 39 43 41 33 37 41 47 39

б) 𝛼 = 0.1,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝑚𝑖 69 89 83 79 80 73 77 75 76 91

в) 𝛼 = 0.01,

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
𝑚𝑖 16 15 19 13 14 19 14 12 17 13

256



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

Задача 18.3. За спостереженнями, наведеними у таблицi, за допомогою критерiю 𝜒2 пере-
вiрити згоду з нормальним розподiлом.

а) 𝛼 = 0.05,

Iнтервал [0;5) [5;10) [10;15) [15;20) [20;25)
𝑚𝑖 15 75 100 50 10

б) 𝛼 = 0.01,

Iнтервал [3.0;3.6) [3.6;4.2) [4.2;4.8) [4.8;5.4) [5.4;6.0) [6.0;6.6)
𝑚𝑖 2 8 35 43 22 10

в) 𝛼 = 0.05,

Iнтервал [-3;-1) [-1;0) [0;1) [1;2) [2;3) [3;5)
𝑚𝑖 13 15 24 25 13 10

,

г) 𝛼 = 0.1,

Iнтервал [-8;-2) [-2;4) [4;10) [10;16)
𝑚𝑖 10 50 30 10

ґ) 𝛼 = 0.05,

Iнтервал [-4;0) [0;2) [2;4) [4; 6)
𝑚𝑖 25 40 25 10

Задача 18.4. Для наступних 50 реалiзацiй випадкової величини за критерiєм Колмогорова-
Смiрнова або 𝜒2 перевiрити гiпотезу про рiвномiрний розподiл на промiжку [1; 3] на рiвнi
значущостi 0.1.

2.03 2.25 2.94 2.30 1.00 2.18 1.93 1.60 1.52 2.42
2.32 1.43 1.79 2.07 1.89 1.49 1.31 2.58 2.17 1.53
2.55 2.46 2.65 1.68 1.81 1.21 2.34 2.00 1.35 2.53
2.49 1.30 2.79 2.76 2.60 1.25 1.71 2.57 1.70 1.65
1.58 1.93 2.84 1.03 2.85 1.25 2.85 2.45 1.37 1.90

Задача 18.5. Для наступних 50 реалiзацiй випадкової величини за критерiєм 𝜒2 перевiрити
а) гiпотезу про пуассонiвський розподiл, б) гiпотезу про пуассонiвський розподiл з параме-
тром 𝜆 = 7 з надiйнiстю 0,9.

9 8 8 6 10 6 4 7 6 10 6 5 7 6 6 4 12 2 12 4
5 6 10 7 8 3 9 6 4 8 7 4 8 4 6 2 10 5 6 3
9 8 4 7 8 7 4 3 7 6

Задача 18.6. Для наступних 50 реалiзацiй випадкової величини за критерiєм 𝜒2 перевi-
рити а) гiпотезу про нормальний розподiл, б) гiпотезу про нормальний розподiл 𝑁(2; 1) з
надiйнiстю 0.95.
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2.30 2.04 3.62 2.21 1.82 2.82 2.77 1.44 1.72 2.69
1.72 4.08 2.11 0.91 2.82 1.82 2.91 0.14 0.76 1.45
1.59 1.80 2.33 2.25 1.76 3.31 1.92 3.32 0.60 1.81
2.96 1.33 3.01 -1.23 0.76 2.19 2.82 2.95 3.22 2.48
1.56 5.06 0.61 1.83 2.04 1.57 1.49 1.07 3.06 1.77

Задача 18.7. Для наступних 50 реалiзацiй випадкової величини за критерiєм 𝜒2 перевiрити:
а) гiпотезу про логнормальний розподiл, б) гiпотезу про логнормальний розподiл 𝑙𝑜𝑔𝑁(2; 1)

з надiйнiстю 0.9.

9.68 4.31 27.89 5.67 12.62 0.68 16.79 7.05 9.10 6.59
10.87 2.07 4.84 6.65 3.42 25.28 3.40 61.42 3.51 5.53
26.68 9.85 13.96 1.34 5.72 3.12 17.00 17.03 2.79 8.36
33.51 7.21 129.97 47.03 3.22 15.63 7.78 22.26 5.26 8.26
1.53 33.77 0.87 2.91 19.83 36.54 4.93 5.64 3.44 2.86

Задача 18.8. Для наступних 50 реалiзацiй випадкової величини за критерiєм 𝜒2 перевiрити:
а) гiпотезу про геометричний розподiл, б) гiпотезу про геометричний розподiл з параметром
𝑝 = 1

3
з надiйнiстю 0.95.

0 7 0 8 0 4 0 0 0 2 1 0 0 2 1 0 2 2 0 0
1 0 3 10 1 0 4 3 1 0 1 3 0 1 2 0 0 0 0 3
0 1 6 0 4 6 4 3 2 0

Задача 18.9. Для наступних 50 реалiзацiй випадкової величини за критерiєм 𝜒2 перевiри-
ти: а) гiпотезу про експоненцiальний розподiл; б) гiпотезу про експоненцiальний розподiл з
параметром 𝜆 = 2 з надiйнiстю 0.95.

0.57 0.95 0.15 0.40 0.56 0.29 1.64 0.18 0.62 0.00
0.92 0.43 0.16 1.22 0.56 0.21 0.02 0.22 0.15 0.49
0.27 0.38 0.05 0.31 0.20 0.09 0.28 0.05 0.30 0.32
0.41 0.49 0.81 0.33 0.71 1.59 0.58 0.59 0.18 0.14
0.04 0.07 0.03 0.45 0.16 0.78 0.25 0.08 0.02 0.31

Задача 18.10. Рентгенiвське випромiнення викликає в органiчних клiтинах певну пере-
будову хромосом. В таблицi наведено результати експеримента (пiдраховувалась кiлькiсть
перебудов хромосом пiд впливом рентгенiвських променiв).

𝑖 0 1 2 3 4 i бiльше Всього
𝑛𝑖 434 195 44 9 0 682

Тут 𝑖 – кiлькiсть змiн в клiтинi, 𝑛𝑖 – кiлькiсть клiтин зi змiнами. Чи узгоджується з
наведеними даними гiпотеза про пуассонiвський розподiл кiлькостi перебудов у клiтинi?

Задача 18.11. З продукцiї двох верстатiв зробили двi вибiрки по 40 виробiв:
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Розмiр деталi 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56
𝑚

(1)
𝑖 2 1 2 2 1 1 4 1 1 2 5 0 0 6 4 3 5

𝑚
(2)
𝑖 2 0 0 2 3 0 1 6 0 5 3 1 5 3 3 2 4

Перевiрити, використовуючи критерiй Смiрнова-Колмогорова, гiпотезу про те, що цi
вибiрки належать однiй i тiй самiй генеральнiй сукупностi при рiвнi значущостi 𝛼 = 0.1 .

Задача 18.12. У першому потоцi з 300 абiтурiєнтiв оцiнку “2” отримало 33 особи, “3” – 43
особи, “4” – 80 осiб, “5” – 144. У другому потоцi iншi 300 абiтурiєнтiв мали такий результат:
“2” – 39 осiб, “3” – 35, “4” – 72, “5” – 154. Чи можна вважати обидва потоки однорiдними при
рiвнi значущостi 0.05?

Задача 18.13. У таблицi наведено результати обстеження 697 школярiв. Хлопцi були впо-
рядкованi за рiвнем IQ та вiдповiдно до умов їхнього проживання вдома. При цьому вико-
ристано позначення: А – дуже здiбний, B – досить здiбний, C – має середнi здiбностi, D
– недостатньо розвинутий, E – розумово вiдсталий. Чи можна вважати, що умови життя
(забезпеченiсть) дiтей впливають на їхнi здiбностi?

Забезпеченiсть Здiбнiсть хлопцiв Всього
A B C D E

Хороша 33 137 125 47 8 350
Погана 21 127 129 61 9 347
Всього 54 264 254 108 17 697

Задача 18.14. За допомогою критерiя 𝜒2 для 𝛼 = 0.05 перевiрити гiпотезу однорiдностi
двох вибiрок, наведених у таблицi.

𝑥𝑖 1 2 3 4 5 6 7 8
𝑚

(1)
𝑖 4 4 15 51 22 3 1 0

𝑚
(2)
𝑖 1 1 8 43 34 7 3 3

Задача 18.15. Двовимiрна випадкова величина (𝜉0, 𝜂0) може приймати 4 значення: (0;0),
(0;1), (1;0), (1;1). 180 незалежних спостережень дали такi результати: значення (0;0) з’явилося
39 раз, (0;1) – 50, (1;0) – 53, (1;1) – 38. Чи можна вважати, що 𝜉0 i 𝜂0 – незалежнi? Рiвень
значущостi прийняти 𝛼 = 0.05.

Задача 18.16. Проведено 200 спостережень над випадковими величинами 𝜉0 та 𝜂0, якi
приймають значення 1, 2 та 1, 2, 3 вiдповiдно. Результати спостережень наведенi у таблицi:

𝜉0/𝜂0 1 2 3 𝜈𝑖∙

1 25 50 25 100
2 51 42 7 100
𝜈∙𝑗 76 92 32 200

Перевiрити за допомогою критерiю 𝜒2, чи будуть незалежними випадковi величини 𝜉0
та 𝜂0 при 𝛼 = 0.05.
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Задача 18.17. Серед 300 осiб, якi поступали в унiверситет, 97 мали оцiнку “5” в школi, 48
отримали “5” на вступних iспитах по тому ж самому предмету, причому лише 18 осiб мали
“5” i в школi, i на вступних iспитах. На рiвнi значущостi 0.1 перевiрити гiпотезу незалежностi
оцiнок “5” в школi i на вступних iспитах.

Задача 18.18. В таблицi (Грiнвуд, Юл, 1915р.) наведено данi про 818 випадкiв, класифi-
кованих за двома ознаками: наявнiсть щеплення проти холери та вiдсутнiсть захворювання.
Чи можна на основi цих даних прийти до висновку про залежнiсть мiж вiдсутнiстю захво-
рювання та наявнiстю щеплення?

Наявнiсть Наявнiсть захворювання
щеплення Не захворiли Захворiли Всього
Щепленi 276 3 279

Не щепленi 473 66 539
Всього 749 69 818
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19 ПАРАМЕТРИЧНI ГIПОТЕЗИ

19.1 Поняття параметричної гiпотези

Нехай 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) – незалежнi спостереження випадкової величини 𝜉0. Параме-
тричнi гiпотези – це гiпотези про справжнє значення невiдомого параметра, який визначає
сiмейство розподiлiв 𝐹𝜉0(𝑥) ∈ F = {𝐹 (𝑥, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ}, 𝜃′ = (𝜃1, 𝜃2, . . . , 𝜃𝑟) ∈ Θ ∈ 𝑅𝑟.

В загальному випадку параметричну гiпотезу можна подати наступним чином: 𝐻0 :

𝜃 ∈ Θ0. Альтернативна гiпотеза має вигляд 𝐻1 : 𝜃 ∈ Θ1 = Θ ∖ Θ0. Точки 𝜃 ∈ Θ1 називають
альтернативами. Якщо множина Θ0 складається з однiєї точки, то гiпотеза 𝐻0 називає-
ться простою, у протилежному випадку – складною. За вибiркою 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) треба
перевiрити, чи вiрна гiпотеза 𝐻0 вiдносно альтернативи 𝐻1, чи нi.

Приклади параметричних гiпотез:

1) 𝐻0 : 𝜃 = 𝜃0, де 𝜃0 ∈ Θ – деяке фiксоване значення параметра;

2) 𝐻0 : 𝜃1 = 𝜃2 = . . . = 𝜃𝑟;

3) 𝐻0 : 𝑔(𝜃) = 𝑔0, де 𝑔0 – фiксоване значення, а 𝑔(𝜃) – функцiя параметра 𝜃.

Тут 1) – проста гiпотеза; 2) – складна; 3) – може бути i простою, i складною.

Приклад 19.1

Розглянемо нормальний розподiл F = 𝑁(𝜃1, 𝜃
2
2). Тодi

𝐻0: 𝜃1 = 𝜃10, 𝜃2 = 𝜃20 – проста гiпотеза;

𝐻0: 𝜃1 = 𝜃10 – складна гiпотеза.

19.2 Критерiї перевiрки гiпотези

Для перевiрки сформульованої гiпотези 𝐻0 : 𝜃 ∈ Θ0 потрiбен критерiй (правило), який
давав би можливiсть для кожної реалiзацiї 𝑥 вибiрки 𝜉 прийняти одне з двох рiшень: прийняти
гiпотезу 𝐻0 (вiдхилити 𝐻1) або вiдхилити її (прийняти 𝐻1). В зв’язку з цим вибiрковий
простiр 𝑋 розбивається на двi пiдмножини 𝑋0 i 𝑋1:

𝑋0 ∪𝑋1 = 𝑋, 𝑋0 ∩𝑋1 = ∅.

При 𝑥 ∈ 𝑋0 приймається 𝐻0, при 𝑥 ∈ 𝑋1 приймається 𝐻1 (тобто 𝐻0 вiдхиляється). 𝑋0

- область прийняття (ухвалення) гiпотези. 𝑋1 - область її вiдхилення (критична область).
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Отже, критерiй повнiстю визначається заданням критичної областi 𝑋1. Його часто
називають 𝑋1-критерiєм.

Загальний принцип вибору критичної областi критерiю. При виборi критичної
областi треба мати на увазi, що, приймаючи або вiдхиляючи гiпотезу, можна допустити по-
хибки двох видiв.

Похибка першого роду: вiдхилення 𝐻0, коли вона справедлива. Будемо позначати
ймовiрнiсть цiєї похибки через 𝛼 = 𝑃 (𝐻1|𝐻0) i називати рiвнем значущостi критерiю.

Похибка другого роду: прийняти 𝐻0, коли вона несправедлива. 𝛽 = 𝑃 (𝐻0|𝐻1)–
iмовiрнiсть похибки другого роду. Iмовiрнiсть 1− 𝛽 називається потужнiстю критерiю.

Бажано було б побудувати такий критерiй перевiрки гiпотези, щоб iмовiрностi 𝛼 та 𝛽
були мiнiмальними. Очевидно, що за заданої кiлькостi випробувань (спостережень) 𝑛 одно-
часно зменшити похибки першого та другого роду неможливо.

Введемо 𝑊 (𝜃) = 𝑊 (𝑋1; 𝜃) = 𝑃𝜃 (𝜉 ∈ 𝑋1), 𝜃 ∈ Θ - функцiю потужностi критерiя 𝑋1.
𝑃 (𝐻1|𝐻0) = 𝑊 (𝜃), 𝜃 ∈ Θ0 - iмовiрнiсть похибки першого роду; 𝑃 (𝐻0|𝐻1) = 1−𝑊 (𝜃), 𝜃 ∈ Θ1 -
iмовiрнiсть похибки другого роду.

Рацiональний принцип: при заданому числi випробувань 𝑛 фiксується ймовiрнiсть по-
хибки першого роду. При цьому обирається та критична область 𝑋1, для якої iмовiрнiсть
похибки другого роду мiнiмальна. Таким чином при фiксованому 𝛼 обирається така крити-
чна область 𝑋1, що ⎧⎨⎩𝑊 (𝜃) ≤ 𝛼, для усiх 𝜃 ∈ Θ0,

1−𝑊 (𝜃) → min, для усiх 𝜃 ∈ Θ1;

або ⎧⎨⎩𝑊 (𝜃) ≤ 𝛼, для усiх 𝜃 ∈ Θ0,

𝑊 (𝜃) → max, для усiх 𝜃 ∈ Θ1.

Зазвичай 𝛼 = 0.005; 0.01; 0.05.

Похибки другого роду на практицi призводять до бiльших втрат, нiж похибки першого
роду. Це слiд ураховувати, обираючи гiпотезу 𝐻0 або 𝐻1.

Нехай 𝑋1𝛼 i 𝑋*
1𝛼 - два критерiї однакового рiвня значущостi 𝛼 для гiпотези 𝐻0. Якщо

𝑊 (𝑋*
1𝛼; 𝜃) ≤ 𝑊 (𝑋1𝛼; 𝜃) для усiх 𝜃 ∈ Θ0

i
𝑊 (𝑋*

1𝛼; 𝜃) ≥ 𝑊 (𝑋1𝛼; 𝜃) для усiх 𝜃 ∈ Θ1

причому строга нерiвнiсть у останньому виразi має мiсце хоча б при одному значеннi 𝜃, то
говорять, що критерiй 𝑋*

1𝛼 рiвномiрно бiльш потужний, нiж критерiй 𝑋1𝛼.
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Якщо наведенi спiввiдношення виконуються для довiльного критерiя 𝑋1𝛼, то 𝑋*
1𝛼 на-

зивають рiвномiрно найбiльш потужним критерiєм для перевiрки гiпотези 𝐻0.

Введемо клас незсунених критерiїв:

𝑊 (𝜃) ≤ 𝛼, для усiх 𝜃 ∈ Θ0;𝑊 (𝜃) ≥ 𝛼, для усiх 𝜃 ∈ Θ1.

У деяких задачах, для яких рiвномiрно найбiльш потужнi критерiї не iснують, можуть
мати мiсце рiвномiрно найбiльш потужнi незсуненi критерiї.

Часто критична область 𝑋1 задається у виглядi:

𝑋1 = {𝑥 : 𝑇 (𝑥) ≥ 𝑐}.

В цьому випадку 𝑇 (𝜉) - статистика критерiю.

19.3 Вибiр iз двох простих гiпотез. Критерiй Неймана-Пiрсона

Розглянемо випадок Θ = {𝜃0, 𝜃1},

𝐻0 : 𝜃 = 𝜃0, 𝐻1 : 𝜃 = 𝜃1,

F = {𝐹 (𝑥, 𝜃0), 𝐹 (𝑥, 𝜃1)}, 𝛼 - задане,⎧⎨⎩𝑊 (X1𝛼; 𝜃0) = 𝛼,

𝑊 (X1𝛼; 𝜃1) → max .

З цих спiввiдношень шукають 𝑋*
1𝛼.

Припустимо, що розподiли 𝐹 (𝑥, 𝜃0) i 𝐹 (𝑥, 𝜃1) абсолютно неперервнi i вiдповiднi щiль-
ностi 𝑓0(𝑥) i 𝑓1(𝑥) задовольняють умовi 𝑓𝑗(𝑥) > 0, 𝑗 = 0, 1.

Розглянемо статистику вiдношення вiрогiдностi:

𝑙(𝜉) =
𝐿(𝜉, 𝜃1)

𝐿(𝜉, 𝜃0)
=

𝑛∏︀
𝑖=1

𝑓1(𝜉𝑖)

𝑛∏︀
𝑖=1

𝑓0(𝜉𝑖)

i визначимо функцiю 𝜓(𝑐) = 𝑃𝜃0{𝑙(𝜉) ≥ 𝑐}: 1) 𝜓(0) = 1, 2) 𝜓(0) → 0 при 𝑐→ ∞.

Дiйсно

𝑃𝜃1{𝑙(𝜉) ≥ 𝑐} =

∫︁
𝑥:𝑙(𝑥)≥𝑐

𝐿(𝑥; 𝜃1)𝑑𝑥 ≥

≥ 𝑐

∫︁
𝑥:𝑙(𝑥)≥𝑐

𝐿(𝑥; 𝜃0)𝑑𝑥 = 𝑐𝑃𝜃0{𝑙(𝜉) ≥ 𝑐} = 𝑐𝜓(𝑐),

тому 𝜓(𝑐) ≤ 1/𝑐, звiдки й випливає 2).
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Теорема 19.1 За зроблених припущень iснує найбiльш потужний критерiй перевiрки
гiпотези 𝐻0. Цей критерiй задається критичною областю 𝑋*

1𝛼 = {𝑥 : 𝑙(𝑥) ≥ 𝑐}, де
критична границя 𝑐 визначається з умови 𝜓(𝑐) = 𝛼.

Побудований критерiй називають критерiєм Неймана–Пiрсона.

19.4 Перевiрка гiпотез про параметри нормальної моделi

Розглянемо ситуацiю, коли про нормально розподiлену випадкову величину 𝜉0 з невi-
домим середнiм 𝜃 i вiдомою дисперсiєю 𝜎2 є двi гiпотези:

𝐻0 : 𝜃 = 𝜃0, 𝐻1 : 𝜃 = 𝜃1.

Для визначеностi будемо вважати, що 𝜃1 > 𝜃0.

Нехай 𝜉′ = ( 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) вибiрка з розподiлу випадкової величини 𝜉0 i 𝑥 - реалiзацiя
𝜉, що спостерiгалася. Тодi

𝑙(𝑥) = exp

{︃
− 1

2𝜎2

𝑛∑︁
𝑖=1

[(𝑥𝑖 − 𝜃1)
2 − (𝑥𝑖 − 𝜃0)

2]

}︃
=

= exp
{︁ 𝑛
𝜎2

(𝜃1 − 𝜃0)
_
𝑥− 𝑛

2𝜎2
(𝜃1

2 − 𝜃0
2)
}︁
.

Нерiвнiсть 𝑙(𝑥) ≥ 𝑐 еквiвалентна нерiвностi

𝑥̄ ≥ 𝜎2 ln 𝑐

𝑛(𝜃1 − 𝜃0)
+
𝜃1 + 𝜃0

2
,

яку можна подати у виглядi
√
𝑛

𝜎
(𝑥̄− 𝜃0) ≥

𝜎√
𝑛(𝜃1 − 𝜃0)

ln 𝑐+
𝜎

2
√
𝑛
(𝜃1 − 𝜃0) = 𝑡(𝑐).

При 𝜃 = 𝜃0 випадкова величина
√
𝑛
𝜎
(𝜉−𝜃0) має стандартний нормальний розподiл, тому

𝜓(𝑐) = 𝑃𝜃0{𝑙(𝜉) ≥ 𝑐} = 𝑃𝜃0

{︂√
𝑛

𝜎
(𝜉 − 𝜃0) ≥ 𝑡(𝑐)

}︂
=

= 1− Φ(𝑡(𝑐)) = Φ(−𝑡(𝑐)).

Для довiльного 𝛼 ∈ (0, 1) послiдовно визначаємо величини 𝑡𝛼 i 𝑐𝛼 такi, що Φ(−𝑡𝛼) = 𝛼

i 𝑡(𝑐𝛼) = 𝑡𝛼.
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Умови теореми Неймана-Пiрсона виконуються i отже найбiльш потужний критерiй
для перевiрки гiпотези 𝐻0 проти альтернативи 𝐻1 задається критичною областю

𝑋*
1𝛼 =

{︂
𝑥 :

√
𝑛

𝜎
(𝑥̄− 𝜃0) ≥ 𝑡𝛼

}︂
, Φ(−𝑡𝛼) = 𝛼.

Обчислимо потужнiсть критерiю

𝑊 (𝑋*
1𝛼; 𝜃1) = 𝑃𝜃1

{︂√
𝑛

𝜎
(𝜉 − 𝜃0) ≥ 𝑡𝛼

}︂
= 𝑃𝜃1

{︂
𝜉 ≥ 𝜃0 +

𝜎√
𝑛
𝑡𝛼

}︂
=

= 𝑃𝜃1

{︂√
𝑛

𝜎
(𝜉 − 𝜃1) ≥ −

√
𝑛

𝜎
(𝜃1 − 𝜃0) + 𝑡𝛼

}︂
=

= 1− Φ

(︂
−
√
𝑛

𝜎
(𝜃1 − 𝜃0) + 𝑡𝛼

)︂
= Φ

(︂√
𝑛

𝜎
(𝜃1 − 𝜃0)− 𝑡𝛼

)︂
.

Звiдси випливає, що iмовiрнiсть похибки другого роду дорiвнює

𝛽 = 𝛽(𝛼, 𝑛) = Φ
(︀
𝑡𝛼 −√

𝑛(𝜃1 − 𝜃0)/𝜎
)︀
.

Приклад 19.2

Нехай заздалегiдь заданi ймовiрностi похибок першого та другого роду. Визначити,
якими повинно бути мiнiмальне число 𝑛* = 𝑛*(𝛼, 𝛽) випробувань, щоб хибнi висновки
могли бути зробленi з ймовiрностями, якi не перевищують 𝛼 i 𝛽).

Розв’язок: Для визначення 𝑛 маємо два рiвняння:

Φ(−𝑡𝛼) = 𝛼, Φ
(︀
𝑡𝛼 −√

𝑛(𝜃1 − 𝜃0)/𝜎
)︀
= 𝛽.

Нехай 𝑘𝑝 - це квантiль 𝑝-го порядку, або розв’язок рiвняння Φ(𝑘𝑝) = 𝑝. Тодi

−𝑡𝛼 = 𝑘𝛼, 𝑡𝛼 −√
𝑛(𝜃1 − 𝜃0)/𝜎 = 𝑘𝛽,

i
𝑛 =

𝜎2(𝑘𝛼 + 𝑘𝛽)
2

(𝜃1 − 𝜃0)2
або 𝑛* =

[︂
𝜎2(𝑘𝛼 + 𝑘𝛽)

2

(𝜃1 − 𝜃0)2

]︂
+ 1.

Звiдси випливає, що при фiксованих похибках число спостережень пропорцiйне
дисперсiї i обернено пропорцiйне квадрату рiзницi мiж середнiми значеннями.

Пiдсумовуючи вищевказане, наведемо деякi алгоритми перевiрки гiпотез про параме-
три нормальної моделi.
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Гiпотеза 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 (𝜎2 невiдома).

Зазначимо, що така гiпотеза може мати рiзнi альтернативи (𝑚 ̸= 𝑚0, 𝑚 > 𝑚0, 𝑚 < 𝑚0).

Оскiльки незалежно вiд того, справедлива гiпотеза 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 чи нi, оцiнка 𝜉 =
1
𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘 є конзистентною та незсуненою для 𝑚, то логiчно прийняти гiпотезу 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 за

невеликих значень 𝜉−𝑚0 i вiдхилити її за великих значень 𝜉−𝑚0. Межi, що вiддiляють великi
значення 𝜉−𝑚0 вiд невеликих, будуються на основi того факту, що для вибiрки 𝜉′ = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛)

величина 𝜉−𝑚0

𝑆/
√
𝑛

має розподiл Стьюдента iз 𝑛− 1 ступенем свободи, де 𝑆2 = 1
𝑛−1

𝑛∑︀
𝑘=1

(︀
𝜉𝑘 − 𝜉

)︀2.
Критерiй Стьюдента перевiрки гiпотези 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0.

а) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚 ̸= 𝑚0 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 вiдхиляється при

|𝜉 −𝑚0|
𝑆/

√
𝑛

> 𝑡1−𝛼
2
,𝑛−1,

де 𝑡1−𝛼
2
,𝑛−1– квантиль рiвня 1 − 𝛼

2
розподiлу Стьюдента з 𝑛 − 1 ступенями свободи. У про-

тилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 приймаємо. При цьому з iмовiрнiстю 𝛼 (рiвень
значущостi) гiпотеза 𝐻0 буде вiдхилятися, коли вона справедлива.

б) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚 > 𝑚0 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 вiдхиляється при

𝜉 −𝑚0

𝑆/
√
𝑛
> 𝑡1−𝛼,𝑛−1.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

в) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚 < 𝑚0 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 вiдхиляється при

𝜉 −𝑚0

𝑆/
√
𝑛
< 𝑡𝛼,𝑛−1.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

Приклад 19.3

Для перевiрки твердження виробника про те, що генератор за змiну споживає в сере-
дньому 20 л пального, здiйснили 10 випробувань. За 10 змiн споживання генератора
встановили:

19.1, 18.6, 19.1, 18.1, 16.6, 20.1, 19.8, 21.1, 24.4, 21.6.

Перевiрити твердження виробника при рiвнi значущостi 0.05.
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Розв’язок: 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 = 20, 𝐻1 : 𝑚 ̸= 𝑚0.

𝜉 =
1

10
(19.1 + 18.6 + · · ·+ 21.6) = 19.85.

𝑆2 =
1

9

(︀
(19.1− 19.85)2 + (18.6− 19.85)2 + · · ·+ (21.6− 19.85)2

)︀
=

=
41.705

9
=

8341

1800
.

|𝜉 −𝑚0|
𝑆/

√
𝑛

≈ 0.22 < 𝑡1−𝛼
2
,𝑛−1 = 𝑡0.975,9 = 2.262.

Це означає, що данi не суперечать твердженню виробника про те, що генератор
за змiну споживає в середньому 20 л пального, i гiпотеза 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 = 20 приймається.

Приклад розв’язання цiєї задачi за допомогою R див. на стор. 295.

Гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2 = 𝜎2

0 (𝑚 невiдоме). Альтернативна гiпотеза при цьому може бути як
однобiчною (𝐻1 : 𝜎

2 < 𝜎2
0 чи 𝐻1 : 𝜎

2 > 𝜎2
0),так i двобiчною (𝐻1 : 𝜎

2 ̸= 𝜎2
0).

Незалежно вiд того, справедлива чи нi гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2 = 𝜎2

0, оцiнка 𝑆2 = 1
𝑛−1

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜉𝑘 − 𝜉

є конзистентною та незсуненою оцiнкою параметра 𝜎2, тому гiпотезу 𝐻0 : 𝜎2 = 𝜎2
0 слiд при-

ймати, якщо 𝑆2

𝜎2
0

не дуже вiдхиляться вiд 1. Межi, що вiддiляють значення 𝑆2

𝜎2
0
, якi дуже

вiдхиляються вiд 1, вiд значень 𝑆2

𝜎2
0
, якi мало вiдхиляються вiд 1, будують на базi того, що

(𝑛−1)𝑆2

𝜎2
0

має 𝜒2-розподiл з 𝑛− 1 ступенями свободи.

Критерiй перевiрки гiпотези 𝐻0 : 𝜎
2 = 𝜎2

0.

а) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2 ̸= 𝜎2

0 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2 = 𝜎2

0 приймається при

𝑆2 ∈
(︂

𝜎2
0

𝑛− 1
𝜒2

𝛼
2
,𝑛−1;

𝜎2
0

𝑛− 1
𝜒2
1−𝛼

2
,𝑛−1

)︂
.

У протилежному випадку гiпотеза 𝐻0 вiдхиляється (рiвень значущостi 𝛼).

б) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2 > 𝜎2

0 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2 = 𝜎2

0 приймається при

𝑆2 <
𝜎2
0

𝑛− 1
𝜒2
1−𝛼,𝑛−1.

У протилежному випадку гiпотеза 𝐻0 вiдхиляється (рiвень значущостi 𝛼).

в) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2 < 𝜎2

0 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2 = 𝜎2

0 приймається при

𝑆2 >
𝜎2
0

𝑛− 1
𝜒2
𝛼,𝑛−1.
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У протилежному випадку гiпотеза 𝐻0 вiдхиляється (рiвень значущостi 𝛼).

19.5 Перевiрка гiпотез про рiвнiсть математичних сподiвань i дис-
персiй двох нормальних вибiрок

Нехай 𝜉(1)
′
=
(︁
𝜉
(1)
1 , 𝜉

(1)
2 , . . . , 𝜉

(1)
𝑛1

)︁
вибiрка з нормального розподiлу 𝑁(𝑚1, 𝜎

2
1), а 𝜉(2)′ =(︁

𝜉
(2)
1 , 𝜉

(2)
2 , . . . , 𝜉

(2)
𝑛2

)︁
- вибiрка з нормального розподiлу 𝑁(𝑚2, 𝜎

2
2).

Розглянемо ряд гiпотез про параметри 𝑚1, 𝑚2, 𝜎2
1, 𝜎2

2.

Гiпотеза про рiвнiсть математичних сподiвань за вiдомих дисперсiй𝐻0 : 𝑚1 =

𝑚2 (коли 𝜎2
1, 𝜎2

2 - вiдомi).

Випадковi величини 𝜉(1) = 1
𝑛1

𝑛1∑︀
𝑘=1

𝜉
(1)
𝑘 , 𝜉(2) = 1

𝑛2

𝑛2∑︀
𝑘=1

𝜉
(2)
𝑘 мають нормальний розподiл

𝑁(𝑚1,
𝜎2
1

𝑛1
) i 𝑁(𝑚2,

𝜎2
2

𝑛2
), вiдповiдно. Тодi 𝜉(1)−𝜉(2) має нормальний розподiл 𝑁(𝑚1−𝑚2,

𝜎2
1

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2
).

Якщо справедлива гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2, то величина 𝜉(1)−𝜉(2)

𝜎2
1

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2
)

має стандартний нормальний

розподiл 𝑁(0, 1).

Критерiй перевiрки гiпотези 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2.

а) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚1 ̸= 𝑚2 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2 вiдхиляється при

|𝜉(1) − 𝜉(2)|
𝜎2
1

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2
)

≥ 𝑐1−𝛼
2
.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑐 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

б) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚1 > 𝑚2 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2 вiдхиляється при

𝜉(1) − 𝜉(2)

𝜎2
1

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2

> 𝑐 1−2𝛼
2
.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

в) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚1 < 𝑚2 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2 вiдхиляється при

𝜉(1) − 𝜉(2)

𝜎2
1

𝑛1
+

𝜎2
2

𝑛2

< −𝑐 1−2𝛼
2
.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚1 = 𝑚2 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

Гiпотеза про рiвнiсть математичних сподiвань за невiдомих дисперсiй 𝐻0 :

𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 (коли 𝜎2
1 = 𝜎2

2 = 𝜎2 i 𝜎2 не вiдома).

Позначимо Δ = 𝜉(1) − 𝜉(2). Незалежно вiд того, справедлива чи нi гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 −
𝑚2 = 𝑐, Δ є конзистентною та незсуненою оцiнкою для 𝑐, тому гiпотезу 𝐻0 слiд приймати
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за незначних вiдхилень Δ− 𝑐. Межi, якi вiддiляють великi вiдхилення вiд малих, будуються
на основi того, що Δ−𝑐

𝑆
√︁

𝑛1+𝑛2
𝑛1𝑛2

має розподiл Стьюдента з 𝑛1 + 𝑛2 − 2 ступенями свободи, де

𝑆2 =
(𝑛1−1)𝑆2

1+(𝑛2−1)𝑆2
2

𝑛1+𝑛2−2
, 𝑆2

𝑖 = 1
𝑛𝑖−1

𝑛𝑖∑︀
𝑘=1

(︁
𝜉
(𝑖)
𝑘 − 𝜉(𝑖)

)︁2
, 𝑖 = 1, 2.

Критерiй Стьюдента перевiрки гiпотези 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐.

а) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚1 −𝑚2 ̸= 𝑐 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 вiдхиляється при

|Δ− 𝑐|
𝑆
√︁

𝑛1+𝑛2

𝑛1𝑛2

> 𝑡1−𝛼
2
,𝑛1+𝑛2−2.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

б) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚1 −𝑚2 > 𝑐 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 вiдхиляється при

Δ− 𝑐

𝑆
√︁

𝑛1+𝑛2

𝑛1𝑛2

> 𝑡1−𝛼,𝑛1+𝑛2−2.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

в) За альтернативи 𝐻1 : 𝑚1 −𝑚2 < 𝑐 гiпотеза 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 вiдхиляється при

Δ− 𝑐

𝑆
√︁

𝑛1+𝑛2

𝑛1𝑛2

< 𝑡𝛼,𝑛1+𝑛2−2.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 𝑐 приймаємо (рiвень значущостi 𝛼).

Приклад 19.4

Нижче наведено данi вимiрювання рiвня чутливостi однорiдного фотоматерiалу за допо-
могою двох фотосенсометрiв. Чи можна вважати, що мiж показниками приладiв немає
систематичного розходження (рiвень значущостi 0,05)?

Перший прилад: 5.0, 5.1, 5.5, 6.0, 5.5, 3.6, 1.8, 7.8, 6.9, 2.7;

Другий прилад: 6.1, 5.4, 5.8, 2.7, 2.8, 2.8, 4.2, 2.4.

Розв’язок: 𝐻0 : 𝑚1 −𝑚2 = 0, 𝐻1 : 𝑚1 −𝑚2 ̸= 0.

𝜉(1) =
1

10
(5.0 + 5.1 + · · ·+ 2.7) = 4.99, 𝜉(2) =

1

8
(6.1 + 5.4 + · · ·+ 2.4) = 4.025,

Δ = 𝜉(1) − 𝜉(2) = 4.99− 4.025 = 0.965,

𝑆2
1 =

1

9

(︀
(5.0− 4.99)2 + (5.1− 4.99)2 + · · ·+ (2.7− 4.99)2

)︀
≈ 3.38,
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𝑆2
2 =

1

7

(︀
(6.1− 4.025)2 + (5.4− 4.025)2 + · · ·+ (2.4− 4.025)2

)︀
≈ 2.4,

𝑆2 =
(𝑛1 − 1)𝑆2

1 + (𝑛2 − 1)𝑆2
2

𝑛1 + 𝑛2 − 2
=

9 · 3.38 + 7 · 2.4
10 + 8− 2

≈ 2.95,

|Δ− 𝑐|
𝑆
√︁

𝑛1+𝑛2

𝑛1𝑛2

=
|0.965− 0|√︁
2.9510+8

10·8

≈ 1.1844 < 𝑡1− 0.05
2

,10+8−2 = 𝑡0.975,16 = 2.12,

а це означає, що данi не суперечать гiпотезi про те, що мiж показниками приладiв немає
систематичного розходження, i ми приймаємо цю гiпотезу.

Приклад розв’язання цiєї задачi за допомогою R див. на стор. 297.

Гiпотеза про рiвнiсть дисперсiй за вiдомих математичних сподiвань 𝐻0 : 𝜎
2
1 =

𝜎2
2 (коли 𝑚1, 𝑚2 - вiдомi).

Незалежно вiд того, справедлива чи нi гiпотеза 𝐻0 : 𝜎2
1 = 𝜎2

2, 𝑆2
𝑖 = 1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑︀
𝑘=1

(︁
𝜉
(𝑖)
𝑘 −𝑚𝑖

)︁2
,

𝑖 = 1, 2 є конзистентними та незсуненими оцiнками для 𝜎2
1 та 𝜎2

1, вiдповiдно, тому, як вiдомо,
𝑆2
1

𝑆2
2

збiгається за ймовiрнiстю до 𝜎2
1

𝜎2
2
. Отже, за справедливостi гiпотези 𝐻0 : 𝜎

2
1 = 𝜎2

2,
𝑆2
1

𝑆2
2

має не
дуже вiдхилятися вiд 1. Межi, що вiддiляють значнi вiдхилення вiд незначних, отримують,
виходячи з того, що 𝑆2

1

𝑆2
2

має 𝐹−розподiл (Фiшера) iз 𝑛1 та 𝑛2 ступенями свободи.

Критерiй перевiрки гiпотези 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2.

а) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2
1 ̸= 𝜎2

2 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 приймається при

𝑆2
1

𝑆2
2

∈
[︃

1

𝐹1−𝛼
2
,𝑛2,𝑛1

;𝐹1−𝛼
2
,𝑛1,𝑛2

]︃
,

де 𝐹𝛼,𝑚,𝑛 – квантиль рiвня 𝛼 розподiлу Фiшера з 𝑚,𝑛 ступенями свободи.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 вiдхиляємо (рiвень значущостi 𝛼).

б) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2
1 > 𝜎2

2 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 приймається при

𝑆2
1

𝑆2
2

≤ 𝐹1−𝛼,𝑛1,𝑛2 .

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 вiдхиляємо (рiвень значущостi 𝛼).

в) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2
1 < 𝜎2

2 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 приймається при

𝑆2
1

𝑆2
2

≥ 1

𝐹1−𝛼,𝑛2,𝑛1

.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 вiдхиляємо (рiвень значущостi 𝛼).
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Гiпотеза про рiвнiсть дисперсiй за невiдомих математичних сподiвань 𝐻0 :

𝜎2
1 = 𝜎2

2 (коли 𝑚1, 𝑚2 - невiдомi).

Ця гiпотеза перевiряється аналогiчно попереднiй, але в даному випадку в якостi стати-

стики критерiю беруть величину 𝑆2
1

𝑆2
2

, де 𝑆2
𝑖 = 1

𝑛𝑖−1

𝑛𝑖∑︀
𝑘=1

(︁
𝜉
(𝑖)
𝑘 − 𝜉(𝑖)

)︁2
, 𝑖 = 1, 2. Якщо справедлива

гiпотеза 𝐻0 : 𝜎2
1 = 𝜎2

2, то випадкова величина 𝑆2
1

𝑆2
2

має розподiл Фiшера з 𝑛1 − 1 та 𝑛2 − 1

ступенями свободи.

Критерiй перевiрки гiпотези 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2.

а) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2
1 ̸= 𝜎2

2 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 приймається при

𝑆2
1

𝑆2
2

∈
[︃

1

𝐹1−𝛼
2
,𝑛2−1,𝑛1−1

;𝐹1−𝛼
2
,𝑛1−1,𝑛2−1

]︃
.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 вiдхиляємо (рiвень значущостi 𝛼).

б) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2
1 > 𝜎2

2 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 приймається при

𝑆2
1

𝑆2
2

≤ 𝐹1−𝛼,𝑛1−1,𝑛2−1.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 вiдхиляємо (рiвень значущостi 𝛼).

в) За альтернативи 𝐻1 : 𝜎
2
1 < 𝜎2

2 гiпотеза 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 приймається при

𝑆2
1

𝑆2
2

≥ 1

𝐹1−𝛼,𝑛2−1,𝑛1−1

.

У протилежному випадку гiпотезу 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2 вiдхиляємо (рiвень значущостi 𝛼).

Приклад 19.5

Чи можна в умовах попереднього прикладу вважати, що точнiсть вимiрювань на обох
фотосенсометрах однакова (рiвень значущостi 0.05)?

Розв’язок: 𝐻0 : 𝜎
2
1 = 𝜎2

2, 𝐻1 : 𝜎
2
1 ̸= 𝜎2

2.

𝑆2
1

𝑆2
2

≈ 3.38

2.4
≈ 1.4,

𝐹1−𝛼
2
,𝑛2−1,𝑛1−1 = 𝐹1− 0.05

2
,8−1,10−1 = 𝐹0.975,7,9 = 4.197,

𝐹1−𝛼
2
,𝑛1−1,𝑛2−1 = 𝐹1− 0.05

2
,10−1,8−1 = 𝐹0.975,9,7 = 4.82,

𝑆2
1

𝑆2
2

≈ 1.4 ∈
[︃

1

𝐹1−𝛼
2
,𝑛2−1,𝑛1−1

;𝐹1−𝛼
2
,𝑛1−1,𝑛2−1

]︃
=

[︂
1

4.197
; 4.82

]︂
= [0.238; 4.82] ,
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а це означає, що данi не суперечать гiпотезi про те, що точнiсть вимiрювань на обох
фотосенсометрах однакова, i ми приймаємо цю гiпотезу.

Приклад розв’язання цiєї задачi за допомогою R див. на стор. 298.

Задача 19.1. У експериментальнiй групi людей, що випробовували новий препарат для
схуднення, проводили зважування до та пiсля курсу лiкування. За результатами зважувань
необхiдно визначити, чи iстотно змiнювалась вага пiд впливом нових лiкiв. Рiвень значущостi
обрати 0.05.

До лiкування (кг): 120, 112, 116, 113, 119, 130, 122, 125, 127, 120.

Пiсля лiкування (кг): 131, 129, 91, 98, 122, 114, 108, 121, 128, 123.

Задача 19.2. За документацiєю дозатор наливає у кожну ємнiсть в середньому 10 л розчину.
Для перевiрки роботи дозатора зробили тестовi розливання. Перевiрити з рiвнем значущостi
0.05 вiдповiднiсть роботи дозатора документацiї.

Значення (л): 10.1, 10, 10.2, 9.9, 9.8, 9.9, 10, 10.1, 10.1, 10, 9.9, 10.

Задача 19.3. За значеннями генератора випадкових гауссiвських величин перевiрити з
рiвнем значущостi 0,05 гiпотезу про одиничну дисперсiю.

Значення: 4.4, 4.7, 5.5, 5.2, 5.4, 3.8, 3.9, 3.9, 4.6, 3.7.

Задача 19.4. Мiкроскопiчнi нерiвностi однорiдної поверхнi спочатку вимiрювали старим
приладом, а потiм – новим. Чи можна стверджувати, що новий прилад має вищу точнiсть
вимiрювання (при рiвнi значущостi 0.1), якщо вимiри були такими:

Старий прилад (мкм): 4.56, 4.32, 4.53, 4.05, 3.31, 5.04, 4.88, 5.56, 7.19, 5.81.

Новий прилад (мкм): 4.42, 4.59, 5.45, 4.80, 5.07, 6.01, 4.44, 5, 5.89, 5.71.

Задача 19.5. Для перевiрки гiпотези про те, що людина перестає рости у вiцi 19 рокiв,
вимiрювали зрiст у 100 осiб у вiцi 19 рокiв та у 100 осiб у вiцi 20 рокiв. За даними вимiрiв
були розрахованi наступнi характеристики: середнi значення зросту в першiй та другiй групах
склали вiдповiдно 𝜉(1) = 171см та 𝜉(2) = 172 см, а вибiрковi дисперсiї в групах склали 𝑆2

1 = 16

(см2) та 𝑆2
2 = 26(см2). Перевiрити висунуту гiпотезу при рiвнi значущостi 0.1. (Примiтка:

𝑡0.1,198 = −1.286 )

Задача 19.6. За нормативами дисперсiя розсiювання ваги пакунку сухої шпаклiвки складає
0.1 кг2. З часом у фасувального автомату дисперсiя розсiювання ваги зростає, що вимагає
ремонту автомату. За даними контрольного зважування визначити, чи потрiбно ремонтувати
автомат (рiвень значущостi 0.1).
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Результати зважувань (кг): 25.1, 25.09, 25.09, 25.07, 24.9, 25.01, 24.92, 25.07, 24.98, 24.94.

Задача 19.7. Середня вага дорослої людини складає 85 кг. Для того, щоб довести, що
вживання гамбургерiв та картоплi фрi не сприяє збiльшенню ваги, контрольну групу у 100
дорослих людей годували гамбургерами та картоплею фрi тривалий час, а потiм вимiрювали
їхню вагу. За результатами зважувань зробили такi розрахунки: середня вага 𝜉 = 91 кг,
вибiркова дисперсiя 𝑆2 = 12 кг2. Перевiрити висунуту гiпотезу при рiвнi значущостi 0.1,
врахувавши, що 𝑡0.9,99 = 1.29.

Задача 19.8. Вимiри зросту хлопцiв двох класiв наведено нижче. Висунути та перевiрити
(при рiвнi значущостi 0.1) гiпотезу про те, що середнiй зрiст хлопцiв в обох класах вiдрiзня-
ється несуттєво.

Клас А (см): 163.9, 163.4, 163.6, 162.6, 155.8, 160.2, 156.9, 162.7, 159.2, 157.4.

Клас Б (см): 157.1, 157.9, 162.2, 159, 160.3, 165, 157.1, 160, 164.4, 163.5.

Задача 19.9. Нижче наведено данi вимiрiв дiаметрiв стандартних втулок двома рiзними
штангенциркулями. Чи можна стверджувати (при рiвнi значущостi 0.05), що обидва прилади
мають однакову точнiсть вимiрiв?

1 штангенциркуль (мм): 9.1, 9.8, 12.2, 11.4, 10.8, 12.1, 12.8, 12.3, 12, 11.2.

2 штангенциркуль (мм): 11.6, 11.3, 11.9, 13, 12.2, 12.5, 12.7, 12, 12.3, 12.2.

Задача 19.10. За документацiєю середнiй час спрацьовування запалу гранати Ф-6 складає
8 секунд. Зменшення цього часу тягне загрозу для життя. За наведеними нижче даними
контрольних вимiрiв часу спрацьовування запалу висунути та перевiрити вiдповiдну гiпотезу
iз рiвнем значущостi 0.1.

Час спрацьовування: 7.28, 7.48, 8.56, 7.76, 8.09, 9.26, 7.29, 8, 9.11, 8.89, 5.1.

Задача 19.11. Вважається, що жiнки живуть в середньому на 8 рокiв довше за чоловiкiв.
Для перевiрки цього припущення були проаналiзованi дати життя та смертi 50 чоловiкiв
та 60 жiнок. За результатами обробки статистичних даних було пiдраховано, що середня
тривалiсть життя у чоловiкiв склала ¯𝜉(1) = 56 рокiв, а у жiнок – ¯𝜉(2) = 65рокiв. При цьому
вибiркова дисперсiя у першiй вибiрцi склала 𝑆2

1 = 3 (роки2), а за другою – 𝑆2
2 = 2.5 (роки2).

Перевiрити висунуту гiпотезу при рiвнi значущостi 0.1. (Примiтка: 𝑡0.95,108 ≈ 1.66 )

Задача 19.12. В результатi спостережень над випадковими величинами 𝜉 та 𝜂 отримали
такi вибiрки:

𝜉 : 45, 48, 53, 44, 59, 60, 41, 43, 57;

𝜂 : 51, 50, 42, 44, 39, 40, 48, 38, 59, 55, 51.

Чи можна вважати, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂 мають однаковi математичнi сподi-
вання? Похибка першого роду дорiвнює 0.05. Припускається, що випадковi величини 𝜉 та 𝜂
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мають нормальний розподiл з рiвними дисперсiями.

Задача 19.13. Нехай тепер

𝜉 : 2.50, 2.50, 2.60, 2.75, 2.80, 2.80, 2.95;

𝜂 : 2.50, 2.80, 2.85, 2.90, 2.90, 2.95, 3.40.

Чи можна вважати, що 𝜉 та 𝜂 мають однаковi математичнi сподiвання? 𝛼 = 0.05.

Задача 19.14. В одному класi з 20 дiтей навмання вiдiбрали 10, яким щодня почали видава-
ти апельсиновий сiк. Iншi 10 учнiв щодня отримували молоко. Через деякий час зафiксували
збiльшення маси дiтей в фунтах:

Сiк: 4,0; 2,5; 3,5; 4.0; 1,5; 1,0; 3,5; 3,0; 2,5; 3,5.

Молоко: 1,5; 3,5; 2,5; 3,0; 2,5; 2,0; 2,0; 2,5; 1,5; 3,0.

Чи суттєво вiдрiзняється середнє збiльшення ваги дiтей в групах?

Задача 19.15. З нормальної генеральної сукупностi з 𝜎2 = 25 отримано двi вибiрки об’ємом
𝑛1 = 𝑛2 = 9. Середнє першої вибiрки 𝑥̄ = 2, другої – 𝑦 = 3. Чи можна пояснити цю розбiжнiсть
випадковими причинами при похибцi першого роду 0.05?

Задача 19.16. Одним i тим самим приладом було зроблено двi серiї вимiрiв: 1) 2.5; 3.2; 3.5;
3.8; 3.5; 2) 2.0; 2.7; 2.5; 2.9; 2.3; 2.6. а) Припускаючи, що вимiри мають нормальний розподiл
з однаковими дисперсiями, перевiрити гiпотезу про рiвнiсть математичних сподiвань при
𝛼 = 0.05. б) Перевiрити гiпотезу про те, що дисперсiї однаковi для цих вимiрiв 𝛼 = 0.05.
в) Перевiрити гiпотезу про те, що дисперсiї однаковi для цих вимiрiв, якщо 𝑎=3, 𝑎2 = 2.5,
𝛼 = 0.05.

Задача 19.17. На станку-автоматi виготовляється один вид продукцiї. Критичним роз-
мiром виробiв є зовнiшнiй дiаметр. Пiсля налаштування станка вiдiбрали 20 виробiв. При
цьому виявилось, що вибiркова дисперсiя розмiру зовнiшнього дiаметра складає 0,84 мм2.
Через деякий промiжок часу з метою контролю точностi роботи станка та, за необхiдностi,
його налаштування, вiдiбрали 15 виробiв. Вибiркова дисперсiя, обчислена по них, дорiвнює
1,07 мм2. Чи свiдчать наведенi данi про змiну точностi роботи станка? Взяти 𝛼 = 0.05.

Задача 19.18. Для зменшення дисперсiї вiдбиваючої властивостi фарби внесено змiни в
технологiю її виробництва. Щоб переконатись, що такi змiни насправдi дають ефект, виго-
товили 10 пробних зразкiв та визначили вiдбиваючу властивiсть фарби, що виготовлена з
використанням звичайної (А) та нової (В) технологiй (в умовних одиницях). Отримано такi
данi:

Технологiя А: 40, 45, 195, 65, 145.

Технологiя В: 110, 55, 120, 50, 80.

Чи свiдчать цi данi про змiну дисперсiї вiдбиваючої властивостi фарби? Взяти 𝛼 = 0.05.
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Задача 19.19. По двох вибiрках з генеральних сукупностей об’єму 𝑛1 = 11, 𝑛2 = 15, пiдра-
ховано 𝑆2

1 = 1
𝑛1

∑︀𝑛1

𝑘=1(𝑥𝑖 − 𝑥̄)2 = 0.76 i 𝑆2
2 = 1

𝑛2

∑︀𝑛2

𝑘=1(𝑦𝑖 − 𝑦)2 = 0.76 . При 𝛼 = 0.05 перевiрити
гiпотезу про рiвнiсть дисперсiй двох нормальних сукупностей.

Задача 19.20. 12 хлопчикiв та 10 дiвчаток пройшли тест на швидкочитання, у результатi
якого виявилось, що середня швидкiсть читання хлопчикiв дорiвнює 74 слiв за хвилину зi
стандартним вiдхиленням 3, а у дiвчаток - 79 зi стандартним вiдхиленням 4. Чи можна
вважати, що здiбностi до читання хлопчикiв та дiвчаток вiдрiзняються? Взяти 𝛼 = 0.05).

275



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

20 Базове моделювання в R

R — це програмно-статистичне середовище з iнтерфейсом командного рядка та вiдкри-
тим вихiдним кодом. Все необхiдне програмне забезпечення для встановлення R для рiзних
операцiйних систем є на кiлькох сайтах, базовим є офiцiйний сайт http://www.r-project.
org/. Як записано на офiцiйному сайтi, R – це мова програмування та середовище для ста-
тистичної обробки даних та роботи з графiкою (R is a language and environment for statistical
computing and graphics).

R застосовується скрiзь, де потрiбна робота з даними, та дозволяє провести як базо-
ву попередню обробку даних (графiки, базовi характеристики, таблицi спряженостi), так i
будувати рiзноманiтнi складнi моделi, проводити їхнiй аналiз за допомогою величезного спе-
ктру класичних та найсучаснiших методiв аналiзу даних. Фактично для всiх галузей науки
та для всiх добре вiдомих (та не дуже вiдомих) статистичних методик в R є функцiї та пакети
розширень, якi їх пiдтримують.

На офiцiйнiй сторiнцi багато посилань, серед яких тi, якi дозволяють завантажити R
для рiзних операцiйних систем, та велика кiлькiсть документацiї. Для завантаження треба
переходити за вiдповiдними посиланнями та слiдувати iнструкцiям.

Розроблено кiлька оболонок, якi мають за мету зробити роботу в R зручнiшою. Вони
також безкоштовнi та можуть бути встановленi пiсля того, як завантажено R. Найбiльш
популярними є

- RStudio: http://www.rstudio.com

- RCommander: http://www.rcommander.com/

Варто звернути увагу на посилання CRAN – Comprehensive R Archive Network – "CRAN
is a network of ftp and web servers around the world that store identical, up-to-date, versions of
code and documentation for R"https://cran.r-project.org/ – стабiльна база пакетiв для R
та численнi доповнення.

Детальнiше про встановлення, основи програмування в R, графiчнi та статистичнi
можливостi, можна знайти в численнiй лiтературi ([13], [16], [20], [21], тощо), вибравши, на-
приклад, звiдси: https://cran.r-project.org/doc/contrib/.

20.1 Ймовiрнiснi розподiли в R

R призначений перш за все для статистичної обробки даних, методи та iдеологiя якої
ґрунтується на теорiї ймовiрностей. Тому R має багато можливостей для роботи з ймовiр-
ностями, випадковими величинами та їхнiми розподiлами: рахувати ймовiрностi, квантилi,
значення функцiї розподiлу та щiльностi розподiлу, генерувати випадковi величини, зобра-
жувати розподiли, тощо.
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20.1.1 Генерування випадкової вибiрки

Багато раннiх робiт в галузi теорiї ймовiрностей були присвяченi iграм та питанням
перемiшування, що базується на припущеннях симетрiї. Тут базовим є припущення про ви-
падкову вибiрку: операцiї з добре перетасованою колодою карт або вибiр пронумерованих
кульок з добре перемiшаної урни.

В R можна моделювати такi ситуацiї з функцiєю ‘sample()‘. Якщо треба, наприклад,
вибрати 6 номерiв з 49, треба записати:

sample(1:49,6)
[1] 1 29 28 3 27 36

Перший аргумент функцiї ‘sample()‘, ‘x‘, – це вектор значень, з яких вибираються зна-
чення, другий,‘size‘, – це розмiр вибiрки. Насправдi запису ‘sample(49,6)‘ було б цiлком доста-
тньо в цьому випадку, оскiльки окреме число в якостi першого аргументу сприймається як та-
ке, що представляє довжину послiдовностi натуральних чисел. ‘replace‘ – логiчний аргумент,
який вказує, чи повертаються вже вибранi числа назад. За замовчуванням ‘replace=FALCE‘,
що означає, що раз обране число не повертається до базового набору чисел, а отже не може
бути вибране повторно. Очевидно, що для цього випадку ‘size‘ не може бути меншим за ба-
жану кiлькiсть елементiв вибiрки. Якщо є потреба формувати вибiрку з повтореннями, треба
вказати значення аргументу ‘replace=TRUE‘. Утворення вибiрки з повторами зручне, напри-
клад, для моделювання багатократного пiдкидання монети. Наприклад, для моделювання 10
пiдкидань симетричної монети можна написати:

sample(c("Р","Г"), 10, replace=TRUE)
[1] "Г" "Р" "Г" "Г" "Р" "Р" "Г" "Р" "Р" "Р"

В даному випадку ймовiрностi випадiння герба та решки однакова. Проте можна змо-
делювати нерiвноможливий випадок, використовуючи аргумент ‘prob‘, який задає вектор
вiдповiдних ймовiрностей:

sample(c("succ", "fail"), 10, replace=T, prob=c(0.8, 0.2))
[1] "succ" "succ" "succ" "succ" "succ" "succ" "fail" "succ" "succ" "succ"

Це – згенерована послiдовнiсть незалежних випробувань Бернуллi з ймовiрнiстю успiху
0.8. Саме таку послiдовнiсть можна простiше змоделювати, використовуючи функцiю, що
моделює бiномiальний розподiл (нижче).

За допомогою функцiї ‘sample()‘ є можливiсть не лише згенерувати вибiрку з певного
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датасету, але й випадковим чином перевпорядкувати датасет, утворити перестановку. Виклик
функцiї ‘sample(x)‘, єдиним аргументом якої є датасет, є еквiвалентним виклику

sample(x, size=length(x), replace=FALSE)

що означає "вибрати всi елементи датасету ‘x‘ у випадковому порядку, використовуючи кожен
елемент лише один раз". Тобто створити випадкову перестановку елементiв датасету:

sample(1:10)
[1] 9 8 2 5 6 3 1 10 4 7

20.1.2 Генерування комбiнацiй

Якщо є потреба згенерувати всi можливi k-елементнi комбiнацiї, що вибранi з n еле-
ментiв, можна скористатися функцiєю ‘combn()‘

combn(x, m, FUN = NULL, simplify = TRUE, ...)

Аргументи цiєї функцiї:
- ‘x‘ – вектор елементiв (чисельних чи символьних), з яких вибираються комбiнацiї (пiдмно-
жини);
- ‘m‘ – кiлькiсть елементiв, якi вибираються.

combn(1:5, 2)
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] [,9] [,10]

[1,] 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
[2,] 2 3 4 5 3 4 5 4 5 5

combn(c("Кривонiс", "Гуляйполе", "Убийвовк", "Непийпиво", "Вернидуб"), 4)
[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]

[1,] "Кривонiс" "Кривонiс" "Кривонiс" "Кривонiс" "Гуляйполе"
[2,] "Гуляйполе" "Гуляйполе" "Гуляйполе" "Убийвовк" "Убийвовк"
[3,] "Убийвовк" "Убийвовк" "Непийпиво" "Непийпиво" "Непийпиво"
[4,] "Непийпиво" "Вернидуб" "Вернидуб" "Вернидуб" "Вернидуб"
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20.2 Ймовiрнiснi розподiли

В базовiй установцi R реалiзованi найчастiше вживанi розподiли. Кожен з цих роз-
подiлiв має скорочене iм’я, яке використовується для визначення вiдповiдних функцiй, що
вiдповiдають розподiлу. Наприклад, iм’я нормального розподiлу – ‘norm‘, i це iм’я викори-
стовується як корiнь в iменi функцiй пiдрахунку значень, пов’язаних з цим розподiлом. Для
кожного розподiлу є чотири базовi функцiї, якi можуть бути пiдрахованi. Корiнь назви фун-
кцiї вказує на вид розподiлу. Перша лiтера – префiкс – визначає, яка саме функцiя буде
реалiзована:

• ‘p‘ (‘probability‘) позначає функцiю розподiлу, перший аргумент (‘q‘) – точка (або ве-
ктор), в якiй рахується значення функцiї розподiлу;

• ‘q‘ (‘quantile‘) позначає квантильну функцiю (обернену до функцiї розподiлу), перший
аргумент (‘p‘) – задана ймовiрнiсть (або вектор ймовiрностей), для якої потрiбне значе-
ння квантиля;

• ‘d‘ (‘density‘) позначає щiльнiсть розподiлу, перший аргумент (‘x‘) – точка (або вектор),
в якiй рахується значення функцiї щiльностi розподiлу (для дискретної випадкової ве-
личини пiд поняттям «щiльнiсть» розумiється ймовiрнiсть прийняття випадковою ве-
личиною конкретного значення );

• ‘r‘ (‘random‘) позначає функцiю, яка генерує випадкову величину (величини), яка має
вказаний розподiл, перший аргумент (‘n‘) – це розмiр вибiрки, яку треба згенерувати.

Якщо перший параметр функцiй ‘d‘, ‘q‘, ‘p‘ є вектором, то функцiя порахує вiдповiднi
значення для всiх значень елементiв вектора та поверне вектор ймовiрностей (‘q‘ – квантилiв).

Загальними параметрами для всiх розподiлiв є

– логiчний параметр для ‘p‘- та ‘q‘- функцiй ‘log.p‘ (‘log‘ для ‘d‘-функцiй), який за
замовчуванням має значення ‘FALSE‘, i рахує ймовiрностi ‘p‘ як ‘log(p)‘, якщо задати його
значення як ‘TRUE‘.

– логiчний параметр ‘lower.tail‘ для функцiй з префiксами ‘p‘, ‘q‘. Його значення за за-
мовчуванням – ‘FALSE‘. Якщо задати ‘lower.tail=TRUE‘, то ‘p‘-функцiя буде замiсть функцiї
розподiлу обчислювати так звану функцiю виживання 𝑃{𝜉 > 𝑥} = 1− 𝐹𝜉(𝑥), а ‘q‘-функцiя –
верхнiй квантиль, тобто 𝑧1−𝛼.

Iншi параметри є параметрами, особливими для кожного окремого розподiлу. Вони
мають певну область визначення, отже, бажано ознайомитися з довiдкою по конкретному
розподiлу в R, перш нiж почати роботу з ним. Довiдка по розподiлу викликається або повною
його назвою, або назвою одної з функцiй, пов’язаних з ним. Наприклад, команди
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?Normal
?pnorm

повернуть сторiнку довiдки щодо нормального розподiлу.

20.2.1 Дискретнi розподiли

Наведемо параметри та iмена деяких дискретних розподiлiв.

Табл. 1: Основнi дискретнi розподiли в R

Розподiл Iм’я в R Параметри
Бiномiальний binom size – кiлькiсть випробувань Бернуллi

prob – ймовiрнiсть ‘успiху’ в одному випробуваннi
Геометричний geom prob – ймовiрнiсть ‘успiху’ в одному випробуваннi
Гiпергеометричний hyper m – кiлькiсть бiлих куль в урнi

n – кiлькiсть чорних куль в урнi
k – кiлькiсть куль, якi вийняли з урни

Негативний nbinom size – задана кiлькiсть ‘успiхiв’
бiномiальний prob – ймовiрнiсть ‘успiху’ в одному випробуваннi
Полiномiальний multinom x – вектор з 𝑟 невiд’ємних цiлих чисел, таких, що 𝑥1 +

𝑥2 + ...+ 𝑥𝑘 = 𝑛

size – загальна кiлькiсть результатiв (𝑛), за замовчуван-
ням 𝑠𝑖𝑧𝑒 = 𝑠𝑢𝑚(𝑥)

prob – вектор ймовiрностей 𝑝1, ..., 𝑝𝑘 довжини 𝑘

Пуассона pois lambda – параметр 𝜆 > 0 – середнє значення, iнтенсив-
нiсть потоку

Приклад 20.1

Знайдемо ймовiрностi отримати рiзну (вiд 0 до 10) кiлькiсть успiхiв, якщо кiлькiсть
випробувань Бернуллi – 10, а ймовiрнiсть успiху – 0.5 (ймовiрностi того, що випадкова
величина, що має бiномiальний розподiл з параметрами n=10, p=0.5, прийме значення
i=1,. . . ,10).

dbinom(1:10,size=10,prob=0.5)
[1] 0.0097656250 0.0439453125 0.1171875000 0.2050781250 0.2460937500
[6] 0.2050781250 0.1171875000 0.0439453125 0.0097656250 0.0009765625

Ймовiрнiсть отримати вiд 3 до 7 успiхiв:
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sum(dbinom(3:7,size=10,prob=0.5))
[1] 0.890625

Значення функцiї розподiлу в точках 1, 3, 6, 10:

pbinom(c(1, 3, 6, 10),size=10,prob=0.5)
[1] 0.01074219 0.17187500 0.82812500 1.00000000

Приклад 20.2

Побудуємо вибiрку з 20 елементiв, що мають геометричний розподiл з параметром
p=0.1:

rgeom(20, prob = 0.1)
[1] 4 16 17 3 1 13 18 4 7 29 34 11 8 2 6 24 14 14 3 31

Квантилi цього розподiлу (рiвнiв 𝛼 = 0.1, ..., 1, та 1− 𝛼):

qgeom((1:10)/10, prob = 0.1)
[1] 0 2 3 4 6 8 11 15 21 Inf
qgeom((1:10)/10, prob = 0.1, lower.tail = FALSE)
[1] 21 15 11 8 6 4 3 2 0 0

Приклад 20.3 Гiпергеометричний розподiл

Нехай в урнi 50 куль: 20 бiлих та 30 чорних. З урни, не повертаючи, виймають 10 куль.
Побудуємо стовпчикову дiаграму для ймовiрностей значень випадкової величини, яка є
кiлькiстю вийнятих бiлих куль.

barplot(dhyper(0:10, 20, 30, 10), names=as.character(0:10),
ylim=c(0,0.3), col=12)
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Бачимо, що найбiльш ймовiрно вийняти 4 бiлих кулi.

20.2.2 Неперервнi розподiли

В таблицi 2 вказано деякi базовi абсолютно неперервнi розподiли випадкових вели-
чин. Зауважимо, що для деяких з них значення основних параметрiв мають значення за
замовчуванням. Наприклад, якщо скористатися однiєю з функцiй нормального розподiлу, не
визначивши значення параметрiв mean та sd, то функцiя буде застосована до стандартного
нормального розподiлу з параметрами, вiдповiдно, 0 та 1.

Приклад 20.4 Рiвномiрний розподiл

Згенеруємо 50 псевдовипадкових чисел, що мають рiвномiрний розподiл на промiжку
[0;10]:
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Табл. 2: Основнi неперервнi розподiли в R

Розподiл Iм’я в R Параметри
Рiвномiрний unif min = 0 – початок промiжку

max = 1 – кiнець промiжку
Показниковий exp rate = 1 – параметр 𝜆 = 1/M𝜉

Нормальний norm mean=0 – математичне сподiвання
sd=1 – стандартне вiдхилення

Логнормальний lnorm meanlog=0
sdlog=1

Кошi cauchy location = 0
scale = 1

Гамма gamma shape (параметр 𝛼 ≥ 0)
rate = 1 – параметр 𝜆 > 0

scale = 1/rate – альтернатива параметру rate

𝑓(𝑥) =
𝜆𝛼

Γ(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 ≥ 0

Бета beta shape1, shape2 – параметри 𝑎, 𝑏 > 0

𝑓(𝑥) = Γ(𝑎+𝑏)
Γ(𝑎)Γ(𝑏)𝑥

𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1, 𝑥 ∈ [0, 1]

𝜒2-розподiл Пiрсона chisq df – кiлькiсть ступенiв свободи
𝑡-розподiл Стьюдента t df – кiлькiсть ступенiв свободи
𝐹 -розподiл Фiшера f df1 – кiлькiсть ступенiв свободи чисельника

df2 – кiлькiсть ступенiв свободи знаменника

runif(50, min=0, max=10)
[1] 0.55105222 4.54865877 0.08103917 4.82421326 7.67126322 8.97944466
[7] 4.46019590 5.96269782 5.63057862 4.40542885 7.69685850 2.55730271
[13] 8.42158320 6.79192452 5.35514422 3.08432095 0.62589640 6.83660758
[19] 0.42493941 2.63578825 3.12393368 4.78995207 7.69145140 5.26840986
[25] 4.32960751 5.46814520 1.70446450 3.32909980 2.98892571 4.64556761
[31] 8.53846583 2.73931572 6.15658230 6.18415554 3.24368979 1.72226815
[37] 5.04359250 1.55049752 9.63805909 4.97190581 8.57391617 9.59205598
[43] 6.93559505 9.22914738 2.12727591 6.61891115 7.74917893 3.74282972
[49] 5.38442592 5.80301425
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Приклад 20.5 Нормальний розподiл

Значення функцiї стандартного нормального розподiлу в точцi 1.96 можна знайти за
допомогою функцiї

pnorm(1.96)
[1] 0.9750021

Значення функцiї розподiлу нормального закону з параметрами 180, 20 в точцi 196

pnorm(196, mean=180, sd=20)
[1] 0.7881446

Вектор децилiв для стандартного нормального розподiлу (вектор з послiдовнiстю рiвнiв
квантилiв можна задавати в рiзний спосiб, наведений – не оптимальний, але iнтуїтивно
зрозумiлий)

qnorm(c(0.1,0.2,0.3,0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9))
[1] -1.2815516 -0.8416212 -0.5244005 -0.2533471 0.0000000 0.2533471 0.5244005
[8] 0.8416212 1.2815516

Згенеруємо 40 чисел, що мають стандартний нормальний розподiл:

rnorm(40)
[1] -1.162527534 -2.541593651 0.387676581 0.456161095 0.741387642
[6] -1.199063799 -0.256909586 0.843446876 -0.430361698 -0.040701509
[11] -0.883111447 1.006362241 -0.433081986 1.853119566 0.444346694
[16] 0.806669335 0.494931529 0.012523891 1.117890930 -0.613324728
[21] -0.107561402 -0.852084669 -1.667505370 0.863715269 -1.384934738
[26] 0.049469215 -0.007310359 -0.570362960 0.671287810 -0.737401975
[31] 1.413611011 -0.041488540 -1.056437509 -1.824710570 -2.582652175
[36] 0.306601664 -2.178124447 1.853522111 0.152857688 -0.316538886

Графiк щiльностi нормального розподiлу з параметрами (2; 1):

curve(dnorm(x, 2, 1), from = -2, to = 6, ylab = paste(expression(N(2,1))),
col = 12, lwd = 2)
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Можна зобразити подiбнi графiки за допомогою функцiй пакету ggplot2, який має дещо
iншу логiку використання, нiж графiчнi функцiї базових пакетiв R. Для цього спочатку
треба визначити вектор x – точки, в яких буде порахована щiльнiсть, застосувати фун-
кцiю щiльностi в точках x, сформувати вiдповiдний фрейм даних та зобразити результат
(тут – графiк щiльностi стандартного нормального розподiлу):

library(ggplot2)
x<-seq(-4, 4, .1)
dens<-data.frame(x=x, y=dnorm(x))
ggplot(dens, aes(x,y))+geom_line()

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

−4 −2 0 2 4
x

y
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Приклад 20.6

Наступний код створює 2× 2 графiк для чотирьох щiльностей:

x <- seq(from = 0, to = 8, length.out = 100)
# задання областi визначення щiльностi
# створюємо датафрейм з щiльностями розподiлiв, вказуючи значення
параметрiв:
df <- rbind(
data.frame(x = x, dist_name = "Normal", y=dnorm(x, mean = 4, sd = 1)),
data.frame(x = x, dist_name = "Exponential", y=dexp(x, rate = 0.4)),
data.frame(x = x, dist_name = "Weibull",y=dweibull(x,shape = 2,scale = 2)),
data.frame(x = x, dist_name = "Gamma", y=dgamma(x, shape = 2, rate = 1)))

#створюємо графiчне вiкно, використовуючи facet_wrap, щоб об'єднати графiки:
ggplot(data = df, aes(x = x, y = y)) +

geom_line() +
facet_wrap(~dist_name) # "згортаємо" графiки за змiнною dist_name.

Normal Weibull

Exponential Gamma

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

0.0
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Приклад 20.7 Моделювання закону великих чисел

Згiдно ЗВЧ, якщо ми маємо послiдовнiсть н.о.р.в.в. 𝜉𝑛, то за умови iснування
скiнченного математичного сподiвання цих випадкових величин їхнє середнє арифме-

тичне 𝜉𝑛 =
1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜉𝑖 збiгається за ймовiрнiстю до M𝜉1 зi збiльшенням кiлькостi доданкiв

𝑛.

Змоделюємо послiдовнiсть з 𝑛 = 500 випадкових величин 𝜉𝑖, що мають показни-
ковий розподiл з параметром 𝜆 = 0.1, i переконаємось, що послiдовнiсть середнiх ари-

фметичних 𝜉𝑁 =
1

𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1 𝜉𝑖, 𝑁 = 1, 2, ..., 𝑛, дiйсно наближається з ростом 𝑁 до величини

M𝜉1 = 1/𝜆 = 10.

set.seed(7)
# Задаємо параметри
n <- 500
lam <- 0.1
# Створюємо послiдовнiсть iндексiв та вектор з 500 показникових випадкових
# величин з заданим параметром 0.1
N <- 1:n
exp1 <- rexp(n, rate = lam)
# Створюємо вектор середнiх значень змодельованих послiдовностей
for (i in 1:500) {

y[i] <- sum(exp1[1:i]/i)
}

Зобразимо отриману послiдовнiсть середнiх на графiку

plot(N,y, type = "l", lwd=2, ylab = expression(y == bar(x)[N]))
abline(h = 1/lam, col = "darkgreen", lwd=2)
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Бачимо, що з ростом кiлькостi доданкiв 𝑁 усереднена сума змодельованих реа-
лiзацiй показникових випадкових величин дiйсно стає близькою зо значення математи-
чного сподiвання 10.

Приклад 20.8 Моделювання центральної граничної теореми

Згiдно ЦГТ, якщо у нас є послiдовнiсть н.о.р.в.в., то за вiдповiдних умов випад-
кова величина, яка є їхнiм середнiм значенням, збiгається при 𝑛→ ∞ за розподiлом до
нормально розподiленої випадкової величини:

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 =⇒ 𝑁(M𝜉,D𝜉/𝑛)

Змоделюємо 1000 рядкiв по 50 випадкових величин, якi мають показниковий роз-
подiл з параметром 𝜆 = 0.1, знайдемо середнє значення для кожного рядка (таким
чином матимемо вибiрку н.о.р. середнiх значень), i подивимось на розподiл отриманої
вибiрки.

Для показникового розподiлу M𝜉 = 1/𝜆, D𝜉 = 1/𝜆2. Вiдповiдно, згiдно ЦГТ,
середнє значення 50 таких доданкiв повинно мати приблизно нормальний розподiл з
параметрами 𝜇 = 1/𝜆 та 𝜎2 = 1/(𝑛𝜆2).

Для 𝜆 = 0.1 маємо 𝜇 = 10, 𝜎2 = 100/50 = 2.
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Тепер змоделюємо всi потрiбнi величини. Створимо масив з 50000 експоненцiй-
них випадкових величин, сформуємо їх у матрицю exp, що має 1000 рядкiв, визначимо
параметри:

set.seed(24)
lam <- 0.1
mu <- 1/lam
sigsq <- 1/lam^2/50
exp <- matrix(rexp(50000, rate = lam), 1000)

Створюємо вектор середнiх значень для кожного з 1000 рядкiв (по 50 доданкiв) за до-
помогою функцiї apply пакету dplyr:

mexp <- apply(exp, 1, mean)

Обчислюємо оцiнку вектору параметрiв апроксимуючого нормального розподiлу:

c(mean(mexp), var(mexp))
[1] 10.028530 1.944971

Бачимо, що отриманi параметри дуже близькi до тих, якi були обчисленi теоретично
(10 та 2 вiдповiдно).

Щоб оцiнити розподiл змодельованої вибiрки середнiх, побудуємо її гiстограму,
на якiй зобразимо апроксимуючу функцiю щiльностi змодельованого розподiлу середнiх
значень (синя лiнiя) та теоретичну щiльнiсть граничного (згiдно ЦГТ) нормального
розподiлу (червона лiнiя):

hist(mexp, breaks = "FD", probability = T, main = "", xlab = "", ylab = "")
abline(v = mu, col = "darkgreen", lwd=2)
lines(density(mexp), lwd=2, col="blue")
lines(seq(mu-3.5*sigsq, mu+3.5*sigsq, 0.1),
dnorm(seq(mu-3.5*sigsq, mu+3.5*sigsq, 0.1), mean=mu, sd=sqrt(sigsq)),
col="red", type = "l", lwd=2)
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Бачимо, що змодельований розподiл дiйсно дуже близький до теоретичного нор-
мального.

Для порiвняння подивимось на гiстограму одного стовпчика нашого масиву –
вибiрки розмiру 1000 з показникового розподiлу з параметром 𝜆 = 0.1 (червоною лiнiєю
зображена щiльнiсть показникового розподiлу з параметром 0.1):

hist(exp[,1], breaks = "FD", freq = F, main = " ", xlab = " ",
ylab = " ", ylim = c(0,0.1))
lines(seq(0.3,60,0.5), dexp(seq(0.3,60,0.5), rate = lam), col="red",
type = "l", lwd=2)
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Отримана гiстограма дiйсно має форму показникового розподiлу, i, вочевидь, вiд-
рiзняється вiд розподiлу середнього арифметичного 50 подiбних доданкiв, яке має, згi-
дно ЦГТ, нормальний розподiл, в чому ми маємо можливiсть переконатися, змоделю-
вавши потрiбнi величини.

Зауважимо, що в рiзних пакетах R реалiзовано багато iнших розподiлiв окрiм вказа-
них, їх можна подивитися на вiдповiднiй сторiнцi CRAN: https://cran.r-project.org/web/
views/Distributions.html.

Окрiм одно- та багатовимiрних дискретних та неперервних розподiлiв представлено
також рiзноманiтнi модифiкованi версiї розподiлiв та сумiшi розподiлiв.

Графiчнi можливостi теж значно ширшi за наведенi приклади. Iнформацiю можна
отримати в численних джерелах, присвячених опису функцiй вiдповiдних пакетiв та прийо-
мам роботи з ними. Доволi повна iнформацiя по використанню функцiй R, їхнiх аргументiв,
використаних при обчисленнях методах мiститься в довiдцi R. Для основних функцiй довiдка
викликається знаком питання з назвою функцiї або ж стандартною функцiєю help():

?set.seed
help(hist)

20.3 Перевiрка статистичних гiпотез

В R реалiзовано багато критерiїв, як параметричних, так i непараметричних, перевiрки
статистичних гiпотез. У цьому пiдроздiлi зосередимо свою увагу на тих, що описанi у роздiлах
18 i 19 та проiлюструємо розв’язання деяких прикладiв з використанням R.

Приклад 20.9 Критерiй згоди Колмогорова, приклад на стор. 245

Нехай маємо реалiзацiю вибiрки 𝑥 : 0.7; 2.3; 4.8; 9.7; 5.3; 6.8; 5.9; 8.7; 1.4; 3.2. Треба пере-
вiрити гiпотезу про те, що величина, яка спостерiгається, має рiвномiрний розподiл на
(0; 10) з рiвнем значущостi 𝛼 = 0.05:

𝐻0 : 𝐹𝜉0(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝑧 < 0,
𝑧
10
, якщо 𝑧 ∈ [0, 10],

1, якщо 𝑧 > 10.
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Розв’язок: для розв’язання цiєї задачi використаємо критерiй згоди Колмогорова. Ана-
лiтичний розв’язок можна знайти в прикладi на стор. 245. В R для виконання критерiю
згоди Колмогорова використовуємо функцiю ‘ks.test()‘.

x<-c(0.7, 2.3, 4.8, 9.7, 5.3, 6.8, 5.9, 8.7, 1.4, 3)
ks.test(x, 'punif', min=0, max=10)

Exact one-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: x
D = 0.12, p-value = 0.9949
alternative hypothesis: two-sided

Вихiдними даними функцiї ‘ks.test()’ є найбiльша вiдстань мiж емпiричною та гi-
потетичною функцiями розподiлу (статистика D=0.12), що узгоджується з результатами
прикладу на стор. 245, а також Р-значення (p-value=0.9949). Статистичний висновок ро-
биться таким чином: якщо Р-значення бiльше за рiвень значущостi 𝛼, то нема пiдстав
вiдхилити основну гiпотезу i 𝐻0 приймається, iнакше– 𝐻0 вiдхиляється.

Для даного прикладу оскiльки 0.9949 > 0.05, то розподiл величини, що спостерi-
гається, узгоджується з рiвномiрним розподiлом на (0, 10).

Функцiю ‘ks.test()’ можна використовувати i для перевiрки критерiю Колмогоро-
ва-Смiрнова на однорiднiсть двох вибiрок.

Приклад 20.10 Критерiй Пiрсона 𝜒2 про тип розподiлу, приклад на стор. 247

При 50 пiдкиданнях монети герб з’явився 20 раз. Чи можна вважати, що монета
симетрична? Прийняти 𝛼 = 0.1.

Розв’язок: спочатку в R створюємо реалiзацiю вибiрки, яка складається з двад-
цяти ‘1’, що вiдповiдають гербам, та тридцяти ‘0’, що вiдповiдає решкам:

‘c(rep(0,30),rep(1,20))’.

Для перевiрки критерiю 𝜒2 про тип розподiлу використовуємо функцiю ‘chisq.test()’.
Данi потрiбно згрупувати, в R це можна зробити за допомогою функцiї ‘table()‘. Для

292



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

перевiрки симетричностi монети основна гiпотеза полягає в тому, що ймовiрностi ви-
падання герба (‘1’) та решки (‘0’) однаковi,тобто розподiл є рiвномiрним на множинi
можливих значень:

𝐻0 : 𝑝0 = 𝑝1 =
1

2
.

Для функцiї ‘chisq.test()’ за замовчуванням перевiряється саме рiвномiрний розподiл,
тому як один з аргументiв його не потрiбно задавати.

x<-c(rep(0,30),rep(1,20))
chisq.test(table(x))

Chi-squared test for given probabilities

data: table(x)
X-squared = 2, df = 1, p-value = 0.1573

Статистика критерiю дорiвнює 𝑋 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑑 = 2, такий самий результат було i
отримано аналiтично у прикладi на стор. 247. У вихiдних даних функцiї ‘chisq.test()’ та-
кож вказано ступiнь сводоби 𝑑𝑓 = 1 i Р-значення p-value = 0.1573. Оскiльки Р-значення
бiльше за рiвень значущостi 𝛼, 0.1573 > 0.1, то нема пiдстав вiдхилити основну гiпотезу
𝐻0. Отже, можна вважати, що монета симетрична, з рiвнем значущостi 𝛼 = 0.1.

Приклад 20.11 Критерiй 𝜒2 Пiрсона про тип розподiлу, приклад на стор. 249

За час другої свiтової вiйни в пiвденнiй частинi Лондона впало 535 балiстичних
ракет. Уся ця територiя була роздiлена на 576 дiлянок площею по 0.25 км2. Нижче
наведенi числа дiлянок 𝑛𝑘 на якi впало 𝑘 ракет

𝑘 0 1 2 3 4 5
𝑛𝑘 229 211 93 35 7 1

Чи узгоджуються цi данi з гiпотезою про те, що число ракет, якi впали на кожну
дiлянку, мають розподiл Пуассона? Прийняти 𝛼 = 0.05.

Розв’язок: як i для попереднього випадку, використаємо функцiю ‘chisq.test()’.
Для даного прикладу гiпотетичний розподiл вiдомий з точнiстю до параметра. Тому
пiсля формування вибiрки знаходимо оцiнку параметра пуассонiвського розподiлу як
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вибiркове середнє, обчислюємо вектор ймовiрностей розподiлу Пуассона iз знайденим
параметром, а потiм вибiрковi значення та вектор ймовiрностей вводимо як аргументи
‘chisq.test()’

y<-c(rep(0,229),rep(1,211),rep(2,93),rep(3,35),rep(4,7),rep(5,1))
lambda<-mean(y)
p1<-c(dpois(0:4,lambda), 1-ppois(4,lambda))
chisq.test(table(y),p=p1)

Chi-squared test for given probabilities

data: table(y)
X-squared = 1.1724, df = 5, p-value = 0.9475

qchisq(0.95,4)
[1] 9.487729

Статистика критерiю дорiвнює 𝑋 − 𝑠𝑞𝑢𝑎𝑟𝑒𝑑 = 1.1724. Знайдемо квантиль 𝜒2-розподiлу
з 4 ступенями свободи порядку 0.95, використовуючи функцiю ‘qchisq(0.95,4)’. Оскiльки
статистика критерiю менша за табличне значення 1.1724 < 9.487729, то немає пiдстав
вiдхиляти основну гiпотезу, отже, данi узгоджуються з гiпотезою про те, що число ракет,
якi впали на кожну дiлянку, мають розподiл Пуассона.

Приклад 20.12 Критерiй незалежностi 𝜒2, приклад на стор. 255

Нижче наведенi результати опитування 100 студентiв перших трьох курсiв, яким
ставилося одне питання: “Чи вважаєте ви, що курiння заважає навчанню?”

З’ясувати чи пiдтверджують цi данi припущення про те, що вiдношення до курi-
ння студентiв на рiзних курсах рiзне? Прийняти 𝛼 = 0.05.

Вiдповiдь/Курс 1 2 3 Сума
Так - 30 25 55

Не знаю 8 5 7 20
Нi 15 10 - 25

Сума 23 45 32 100
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Розв’язок: у данiй задачi перевiряється гiпотеза незалежностi двох змiнних, а
саме вiдношення до курiння та курс, на якому навчається студент. Основна гiпотеза

𝐻0 : 𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑖∙ · 𝑝∙𝑗 (вiдношення до курiння не залежить вiд курсу),

альтернативна гiпотеза

𝐻1 : 𝑝𝑖𝑗 ̸= 𝑝𝑖∙ · 𝑝∙𝑗 (вiдношення до курiння на рiзних курсах рiзне,

цi характеристики залежнi).

Для перевiрки незалежностi в R використовуємо функцiю ‘chisq.test()’. У якостi
аргумента вставляємо матрицю частот без сумарних значень.

x<-rbind(c(0,30,25),c(8,5,7),c(15,10,0))
chisq.test(x)

Pearson`s Chi-squared test

data: x
X-squared = 44.241, df = 4, p-value = 5.716e-09

Статистика критерiю дорiвнює X-squared = 44.241, як i в прикладi на стор. 255.
Оскiльки Р-значення p-value = 5.716e-09 = 5.716·10−9 значно менше за рiвень значущостi
𝛼 = 0.05, то основна гiпотеза вiдхиляється, а отже, вiдношення до курiння студентiв на
рiзних курсах рiзне.

Приклад 20.13 t-критерiй Стьюдента для однiєї вибiрки, приклад на стор.266

Для перевiрки твердження виробника про те, що генератор за змiну споживає в сере-
дньому 20 л пального, здiйснили 10 випробувань. За 10 змiн споживання генератора
встановили:

19.1, 18.6, 19.1, 18.1, 16.6, 20.1, 19.8, 21.1, 24.4, 21.6.

Перевiрити твердження виробника при рiвнi значущостi 0.05.

Розв’язок: t-критерiй Стьюдента для однiєї вибiрки в R реалiзується за допомо-
гою функцiї ‘t.test()’. Якщо як аргумент цiєї функцiї задати тiльки значення вибiрки,
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то перевiряється гiпотеза про нульове середнє з двосторонньою альтернативою. Запис
в аргументi 𝑚𝑢 = 20 означає, що основною гiпотезою є 𝐻0 : 𝑚 = 𝑚0 = 20. Альтер-
нативна гiпотеза 𝐻1 : 𝑚 ̸= 𝑚0 в R вибирається за замовчуванням. Для змiни аль-
тернативи в функцiї ‘t.test()’ варто для аргументу 𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 вибрати одне iз значень
“𝑡𝑤𝑜.𝑠𝑖𝑑𝑒𝑑′′, “𝑙𝑒𝑠𝑠′′, “𝑔𝑟𝑒𝑎𝑡𝑒𝑟′′.

x<-c(19.1, 18.6, 19.1, 18.1, 16.6, 20.1, 19.8, 21.1, 24.4, 21.6)
t.test(x,mu=20)

One Sample t-test

data: x
t = -0.22035, df = 9, p-value = 0.8305
alternative hypothesis: true mean is not equal to 20
95 percent confidence interval:
18.31009 21.38991

sample estimates:
mean of x

19.85

Вихiдними даними є

• значення критерiю 𝑡 = −0.22035,

• ступiнь свободи 𝑑𝑓 = 9,

• Р-значення p-value = 0.8305,

• 95 % довiрчий iнтервал для середнього (18.31009; 21.38991) та

• вибiркове середнє 19.85.

Оскiльки Р-значення бiльше за рiвень значущостi 0.8305 > 0.05, то нема пiдстав
вiдхиляти основну гiпотезу. Отже, данi не суперечать твердженню виробника про те,
що генератор за змiну споживає в середньому 20 л пального.
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Приклад 20.14 t-критерiй Стьюдента для двох вибiрок, приклад на стор.269

Нижче наведено данi вимiрювання рiвня чутливостi однорiдного фотоматерiалу
за допомогою двох фотосенсометрiв. Чи можна вважати, що мiж показниками приладiв
немає систематичного розходження (рiвень значущостi 0.05)?

Перший прилад: 5.0, 5.1, 5.5, 6.0, 5.5, 3.6, 1.8, 7.8, 6.9, 2.7;

Другий прилад: 6.1, 5.4, 5.8, 2.7, 2.8, 2.8, 4.2, 2.4.

Розв’язок: як i в попередньому прикладi, використаємо функцiю ‘t.test()’ тiльки
вже для двох вибiрок iз зазначаенням того, що розглядається випадок для однакових
дисперсiй 𝑣𝑎𝑟.𝑒𝑞𝑢𝑎𝑙 = 𝑇 .

x<-c(5.0, 5.1, 5.5, 6.0, 5.5, 3.6, 1.8, 7.8, 6.9, 2.7)
y<-c(6.1, 5.4, 5.8, 2.7, 2.8, 2.8, 4.2, 2.4)
t.test(x,y,var.equal = T)

Two Sample t-test

data: x and y
t = 1.1842, df = 16, p-value = 0.2536
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.762544 2.692544

sample estimates:
mean of x mean of y

4.990 4.025

Як результат отримаємо:

• значення критерiю 𝑡 = 1.1842,

• ступiнь свободи 𝑑𝑓 = 16,

• Р-значення p-value = 0.2536,

• 95 % довiрчий iнтервал для рiзницi середнiх (−0.762544, 2.692544) та

• порахованi вибiрковi середнi для кожної вибiрки 4.990; 4.025.
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Оскiльки Р-значення бiльше за рiвень значущостi 0.2536 > 0.05, то нема пiдстав вiд-
хиляти основну гiпотезу. Отже, мiж показниками приладiв нема систематичного розхо-
дження.

Приклад 20.15 Критерiй перевiрки рiвностi дисперсiй, приклад на стор. 271

Чи можна в умовах попереднього прикладу вважати, що точнiсть вимiрювань на обох
фотосенсометрах однакова (рiвень значущостi 0.05)?

Розв’язок: Для перевiрки рiвностi дисперсiй двох вибiрок в R використовується
‘var.test( )’.

x<-c(5.0, 5.1, 5.5, 6.0, 5.5, 3.6, 1.8, 7.8, 6.9, 2.7)
y<-c(6.1, 5.4, 5.8, 2.7, 2.8, 2.8, 4.2, 2.4)
var.test(x,y)

F test to compare two variances

data: x and y
F = 1.4118, num df = 9, denom df = 7, p-value = 0.664
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.2927044 5.9252930

sample estimates:
ratio of variances

1.411777

Вихiдними даними функцiї ‘var.test( )’ є

• статистика критерiю 𝐹 = 1.4118, що є вiдношенням вибiркових дисперсiй,

• ступенi свободи 𝑛𝑢𝑚𝑑𝑓 = 9, 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑑𝑓 = 7,

• Р-значення p-value = 0.664,

• 95 % довiрчий iнтервал для вiдношення дисперсiй (0.2927044; 5.9252930).

Оскiльки Р-значення бiльше за рiвень значущостi 0.664 > 0.05, то нема пiдстав вiдхи-
ляти основну гiпотезу. Отже, точнiсть вимiрювань на обох фотосенсометрах однакова.
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21 ЗАДАЧI ДЛЯ ПРОГРАМIСТIВ

Задача 21.1. Наступний програмний код C++ 17 мiстить функцiю shuffling, яка за задумом
автора програми має тасувати елементи вектора, тобто, iз усiх можливих перестановок еле-
ментiв вектора навмання ”обирати” якусь одну. Чи коректно працюватиме ця функцiя, якщо
вважати, що умова (rand() < RAND_MAX/2) насправдi виконується з ймовiрнiстю 0.5?

1 // С++ 17
2 #include <iostream>
3 #include <ctime>
4 #include <vector>
5 using namespace std;
6

7 void shuffling(vector<int> &v){
8 for(int i=0; i<v.size()-1; i++){
9 for(int j=i+1; j<v.size(); j++){

10 if(rand() < RAND_MAX/2) swap(v[i], v[j]);
11 }
12 }
13 }
14

15 int main()
16 {
17 srand(time(NULL));
18 vector<int> v;
19 for(int i=0; i<10; i++) v.push_back(i);
20 shuffling(v);
21 for(int i=0; i<v.size(); i++) cout << v[i] << " ";
22 return 0;
23 }

Задача 21.2. Спираючись на властивостi бiномiальних коефiцiєнтiв, напишiть функцiю, яка
є рекурентною по двом своїм аргументам i обчислює значення бiномiального коефiцiєнта.

Задача 21.3. Дано функцiю 𝑓(), яка повертає випадкове число з множини {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
(кожне число має однаковi шанси бути обраним). Напишiть функцiю 𝑔(), яка буде повер-
тати випадкове число з множини {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} (i теж кожне число повинно мати
однаковi шанси бути обраним), але так, щоб функцiя 𝑔() могла iз усiх можливих iнших фун-
кцiй викликати лише функцiю 𝑓(). Як програмно перевiрити правильнiсть виконання цього
завдання?
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Задача 21.4. Дано функцiю 𝑓(), яка повертає true з деякою невiдомою ймовiрнiстю 𝑝 або
false з ймовiрнiстю 1−𝑝. Напишiть функцiю 𝑔(), яка буде повертати true та false з ймовiрнiстю
0.5, але так, щоб функцiя 𝑔() могла iз усiх можливих iнших функцiй викликати лише функцiю
𝑓(). Як програмно перевiрити правильнiсть виконання цього завдання?

Задача 21.5.* Дано натуральне число 𝑛 i масив унiкальних цiлих чисел overleaf. Роз-
робiть алгоритм для вибору випадкового цiлого числа в дiапазонi [0, 𝑛 − 1], якого немає в
масивi overleaf. Будь-яке цiле число, яке знаходиться у згаданому дiапазонi та не в масивi
overleaf, повинно мати однакову ймовiрнiсть повернення. Оптимiзуйте свiй алгоритм таким
чином, щоб вiн мiнiмiзував кiлькiсть викликiв вбудованої випадкової функцiї обраної мови
програмування.

Задача 21.6. Допишiть функцiю randomizator так, щоб вона повертала натуральне число
з множини {1, 2...𝑛} i кожне число має однаковi шанси бути обраним. Звернiть увагу, що не
можна нiчого писати до команди return.

1 // С++ 17
2 #include <iostream>
3 #include <ctime>
4 using namespace std;
5

6 int randomizator(int n){
7 return . . .
8 }
9

10 int main()
11 {
12 srand(time(NULL));
13 for(int i=0; i<10; i++) cout << randomizator(3) << " ";
14 return 0;
15 }

Задача 21.7. Чи є цей цикл while скiнченним? Вiдповiдь обґрунтувати.

1 // С++ 17
2 #include <iostream>
3 #include <ctime>
4 using namespace std;
5

6 int main()
7 {
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8 srand(time(NULL));
9 int a = 2023, b;

10 while(a){
11 b = rand(); // випадкове число вiд 0 до RAND_MAX = 2147483647
12 if(a>0) a-= b; else a+=b;
13 }
14 cout << "\n\nThe end.";
15 return 0;
16 }

𝑥

𝑦

0 1

1

(а)

𝑥

𝑦

0 1

1

(б)

Рис. 21.1: до задачi 21.8

Задача 21.8. Якщо випадковi величини 𝜉 та 𝜂 незалежнi i мають рiвномiрний розподiл на
вiдрiзку [0, 1], то точка (𝜉, 𝜂) має рiвномiрний розподiл у квадратi 𝑆 = [0, 1]× [0, 1] . Цей про-
стий факт можна використати для генерування деякої кiлькостi випадкових точок у квадратi
𝑆 (див. рис. 21.1а). Але якщо потрiбно, щоб точка (𝜉, 𝜂) мала рiвномiрний розподiл у крузi
𝐶 =

{︀
(𝑥, 𝑦)| (𝑥− 0.5)2 + (𝑦 − 0.5)2 ≤ 0.52

}︀
, який вписаний у квадрат 𝐾, то можна генерува-

ти точки у квадратi 𝑆, а тi iз них, що не потрапляють до круга 𝐶, вiдкидати (iгнорувати)
(див. рис. 21.1б), але для вiдповiдної програми це означатиме, що значну кiлькiсть точок ми
генеруємо марно, витрачаючи на це час та пам’ять. Як обирати точки, щоб уникнути такого
марнування? Напишiть вiдповiдну програму. Подумайте, як перевiрити, чи генерує вона на-
справдi точки, якi мають рiвномiрний розподiл у крузi 𝐶.
Вказiвка: може допомогти перехiд вiд декартової до полярної системи координат.

Задача 21.9. Продовження задачi 21.8 Розв’язати задачу 21.8, якщо замiсть круга буде
а) деякий трикутник, б) деякий опуклий многокутник.
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22 Додатки

22.1 Значення функцiї Φ(𝑥) =
1√
2𝜋

𝑥∫︀
−∞

𝑒−
𝑡2

2 𝑑𝑡

Значення функцiї Φ(𝑥) для аргументу вiд 0 до 3 з кроком 0.01. Щоб знайти наприклад
Φ(1.71), ми дивимося на рядок 1.7 i стовпець 0.01, звiдки отримуємо Φ(1.71) = 0.9564.

𝑥 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 .5398 .5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 .6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 .7257 .7291 .7324 .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
0.7 .7580 .7611 .7642 .7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 .9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
2.0 .9772 .9778 .9783 .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936
2.5 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990

Табл. 3: Функцiя Φ(𝑥)
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Якщо потрiбно знайти табличне значення функцiї Φ(𝑥) для вiд’ємного аргумента, то
слiд спочатку скористатись спiввiдношенням

Φ(−𝑥) = 1− Φ(𝑥).

Для значень 𝑥, бiльших за 3, значення функцiї Φ(𝑥) можна вважати рiвними 1.

За необхiдностi значення функцiї Φ(𝑥) можна обчислювати i iншими засобами. Напри-
клад:

• В електронних таблицях MS Excel значення Φ(𝑥) обчислюємо за формулою

=NORM.S.DIST(x;1)

Наприклад, вираз =NORM.S.DIST(1.71;1) матиме наступне наближене значення:

• В пакетi MathCad значення Φ(𝑥) обчислюємо за формулою

pnorm(x, 0, 1)

Наприклад, вираз pnorm(1.71, 0, 1) матиме наступне наближене значення:

• На онлайн-платформi www.wolframalpha.com значення Φ(𝑥) обчислюють за формулою

1/2erfc(-x/sqrt(2))

Наприклад, вираз 1/2erfc(-1.71/sqrt(2)) матиме наступне наближене значення:

• У мовi програмування i програмному середовищi для статистичних обчислень R зна-
чення Φ(𝑥) обчислюємо за формулою pnorm(x). Наприклад, вираз pnorm(1.71) матиме
наступне наближене значення:
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22.2 Значення функцiї Колмогорова 𝐾(𝑥) =
∞∑︀

𝑘=−∞
(−1)𝑘𝑒−2𝑘2𝑥2

𝑥 𝐾(𝑥) 𝑥 𝐾(𝑥) 𝑥 𝐾(𝑥) 𝑥 𝐾(𝑥) 𝑥 𝐾(𝑥)

0.36 0.001 0.68 0.256 1 0.73 1.32 0.939 1.64 0.991
0.37 0.001 0.69 0.272 1.01 0.741 1.33 0.942 1.65 0.991
0.38 0.001 0.7 0.289 1.02 0.751 1.34 0.945 1.66 0.992
0.39 0.002 0.71 0.306 1.03 0.761 1.35 0.948 1.67 0.992
0.4 0.003 0.72 0.322 1.04 0.77 1.36 0.951 1.68 0.993
0.41 0.004 0.73 0.339 1.05 0.78 1.37 0.953 1.69 0.993
0.42 0.006 0.74 0.356 1.06 0.789 1.38 0.956 1.7 0.994
0.43 0.007 0.75 0.373 1.07 0.798 1.39 0.958 1.71 0.994
0.44 0.01 0.76 0.39 1.08 0.806 1.4 0.96 1.72 0.995
0.45 0.013 0.77 0.406 1.09 0.814 1.41 0.963 1.73 0.995
0.46 0.016 0.78 0.423 1.1 0.822 1.42 0.965 1.74 0.995
0.47 0.02 0.79 0.44 1.11 0.83 1.43 0.967 1.75 0.996
0.48 0.025 0.8 0.456 1.12 0.837 1.44 0.968 1.76 0.996
0.49 0.03 0.81 0.472 1.13 0.845 1.45 0.97 1.77 0.996
0.5 0.036 0.82 0.488 1.14 0.851 1.46 0.972 1.78 0.997
0.51 0.043 0.83 0.504 1.15 0.858 1.47 0.973 1.79 0.997
0.52 0.05 0.84 0.519 1.16 0.864 1.48 0.975 1.8 0.997
0.53 0.059 0.85 0.535 1.17 0.871 1.49 0.976 1.81 0.997
0.54 0.068 0.86 0.55 1.18 0.877 1.5 0.978 1.82 0.997
0.55 0.077 0.87 0.565 1.19 0.882 1.51 0.979 1.83 0.998
0.56 0.088 0.88 0.579 1.2 0.888 1.52 0.98 1.84 0.998
0.57 0.099 0.89 0.593 1.21 0.893 1.53 0.982 1.85 0.998
0.58 0.11 0.9 0.607 1.22 0.898 1.54 0.983 1.86 0.998
0.59 0.123 0.91 0.621 1.23 0.903 1.55 0.984 1.87 0.998
0.6 0.136 0.92 0.634 1.24 0.908 1.56 0.985 1.88 0.998
0.61 0.149 0.93 0.647 1.25 0.912 1.57 0.986 1.89 0.998
0.62 0.163 0.94 0.66 1.26 0.916 1.58 0.986 1.9 0.999
0.63 0.178 0.95 0.673 1.27 0.921 1.59 0.987 1.91 0.999
0.64 0.193 0.96 0.685 1.28 0.925 1.6 0.988 1.92 0.999
0.65 0.208 0.97 0.696 1.29 0.928 1.61 0.989 1.93 0.999
0.66 0.224 0.98 0.708 1.3 0.932 1.62 0.99 1.94 0.999
0.67 0.24 0.99 0.719 1.31 0.935 1.63 0.99 1.95 0.999

Табл. 4: Функцiя Колмогорова
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22.3 Критичнi значення 𝜆𝛼 для розподiлу Колмогорова

𝑃{𝜆𝑛 > 𝜆𝛼} = 𝛼

𝛼 0.2 0.1 0.05 0.02 0.01 0.001
𝜆𝛼 1.073 1.224 1.358 1.520 1.627 1.950

Табл. 5: Критичнi значення 𝜆𝛼 для розподiлу Колмогорова
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22.4 Квантилi розподiлу Стьюдента

Квантилi порядку 𝑝 розподiлу Стьюдента з 𝑛 степенями свободи.

𝑛

𝑝
0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750

Табл. 6: Квантилi розподiлу Стьюдента
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За необхiдностi квантилiв розподiлу Стьюдента можна обчислювати i iншими засоба-
ми. Наприклад:

• В електронних таблицях MS Excel значення квантилiв розподiлу Стьюдента обчислюємо
за формулою

=T.INV(p;n)

Наприклад, вираз =T.INV(0.9;3) матиме наступне наближене значення:

• В пакетi MathCad значення квантилiв розподiлу Стьюдента обчислюємо за формулою

qt(p, n)

Наприклад, вираз qt(0.9, 3) матиме наступне наближене значення:

• На онлайн-платформi www.wolframalpha.com значення квантилiв розподiлу Стьюдента
обчислюють за формулою

InverseCDF[studenttdistribution[0,1,n],p]

Наприклад, вираз InverseeCDF[StudentsTDistribution[0,1,3],0.9] матиме наступне набли-
жене значення:
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22.5 Квантилi розподiлу 𝜒2

Квантилi порядку 𝑝 розподiлу 𝜒2 з 𝑛 степенями свободи.

𝑛

𝑝
0.005 0.01 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 0.995

1 - - 0.001 0.004 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.010 0.020 0.051 0.103 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.072 0.115 0.216 0.352 7.815 9.348 11.345 12.838
4 0.207 0.297 0.484 0.711 9.488 11.143 13.277 14.860
5 0.412 0.554 0.831 1.145 11.070 12.833 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 12.592 14.449 16.812 18.548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 36.415 39.364 42.980 45.559
25 10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646 44.314 46.928
26 11.160 12.198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.642 48.290
27 11.808 12.879 14.573 16.151 40.113 43.195 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 41.337 44.461 48.278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 42.557 45.722 49.588 52.336
30 13.787 14.953 16.791 18.493 43.773 46.979 50.892 53.672

Табл. 7: Квантилi розподiлу 𝜒2
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За необхiдностi квантилiв розподiлу 𝜒2 можна обчислювати i iншими засобами. На-
приклад:

• В електронних таблицях MS Excel значення квантилiв розподiлу 𝜒2 обчислюємо за фор-
мулою

=CHISQ.INV(p; n)

Наприклад, вираз =CHISQ.INV(0.01;8) матиме наступне наближене значення:

• В пакетi MathCad значення квантилiв розподiлу 𝜒2 обчислюємо за формулою

qchisq(p, n)

Наприклад, вираз qchisq(0.01, 8) матиме наступне наближене значення:

• На онлайн-платформi www.wolframalpha.com значення квантилiв розподiлу 𝜒2 обчислю-
ють за формулою

InverseCDF[ChiSquareDistribution[n], p]

Наприклад, вираз InverseCDF[ChiSquareDistribution[8], 0.01] матиме наступне наближе-
не значення:
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22.6 Квантилi розподiлу Фiшера

Квантилi порядку 𝑝 розподiлу Фiшера з (𝑛,𝑚) степенями свободи.

𝑝 = 0.95

𝑚

𝑛
1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 100

1 161 200 216 225 230 234 237 239 242 244 248 251 253
2 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.7 8.7 8.6 8.6
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 5.9 5.8 5.7 5.7
5 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.7 4.7 4.6 4.5 4.4
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.06 4.00 3.87 3.77 3.71
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.64 3.57 3.44 3.34 3.27
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.35 3.28 3.15 3.04 2.97
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.14 3.07 2.94 2.83 2.76
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 2.98 2.91 2.77 2.66 2.59
11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.85 2.79 2.65 2.53 2.46
12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.75 2.69 2.54 2.43 2.35
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.67 2.60 2.46 2.34 2.26
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.60 2.53 2.39 2.27 2.19
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.54 2.48 2.33 2.20 2.12
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.49 2.42 2.28 2.15 2.07
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.45 2.38 2.23 2.10 2.02
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.41 2.34 2.19 2.06 1.98
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.38 2.31 2.16 2.03 1.94
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.35 2.28 2.12 1.99 1.91
21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.49 2.42 2.32 2.25 2.10 1.96 1.88
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.30 2.23 2.07 1.94 1.85
23 4.28 3.42 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.27 2.20 2.05 1.91 1.82
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.25 2.18 2.03 1.89 1.80
25 4.24 3.39 2.99 2.76 2.60 2.49 2.40 2.34 2.24 2.16 2.01 1.87 1.78
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.22 2.15 1.99 1.85 1.76
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.37 2.31 2.20 2.13 1.97 1.84 1.74
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.19 2.12 1.96 1.82 1.73
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.55 2.43 2.35 2.28 2.18 2.10 1.94 1.81 1.71
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.16 2.09 1.93 1.79 1.70

Табл. 8: Квантилi розподiлу Фiшера, 𝑝 = 0.95
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Квантилi порядку 𝑝 розподiлу Фiшера з (𝑛,𝑚) степенями свободи.

𝑝 = 0.975

𝑚

𝑛
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 20 40 100

1 648 799 864 900 922 937 948 957 963 969 977 993 1006 1013
2 38.5 39.0 39.2 39.2 39.3 39.3 39.4 39.4 39.4 39.4 39.4 39.4 39.5 39.5
3 17.4 16.0 15.4 15.1 14.9 14.7 14.6 14.5 14.5 14.4 14.3 14.2 14.0 14.0
4 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.75 8.56 8.41 8.32
5 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.52 6.33 6.18 6.08
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.37 5.17 5.01 4.92
7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76 4.67 4.47 4.31 4.21
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.20 4.00 3.84 3.74
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96 3.87 3.67 3.51 3.40
10 6.94 5.46 4.83 4.47 4.24 4.07 3.95 3.85 3.78 3.72 3.62 3.42 3.26 3.15
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53 3.43 3.23 3.06 2.96
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.28 3.07 2.91 2.80
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3.39 3.31 3.25 3.15 2.95 2.78 2.67
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15 3.05 2.84 2.67 2.56
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06 2.96 2.76 2.59 2.47
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.89 2.68 2.51 2.40
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92 2.82 2.62 2.44 2.33
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.93 2.87 2.77 2.56 2.38 2.27
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 2.82 2.72 2.51 2.33 2.22
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77 2.68 2.46 2.29 2.17
21 5.83 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73 2.64 2.42 2.25 2.13
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70 2.60 2.39 2.21 2.09
23 5.75 4.35 3.75 3.41 3.18 3.02 2.90 2.81 2.73 2.67 2.57 2.36 2.18 2.06
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64 2.54 2.33 2.15 2.02
25 5.69 4.29 3.69 3.35 3.13 2.97 2.85 2.75 2.68 2.61 2.51 2.30 2.12 2.00
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 2.59 2.49 2.28 2.09 1.97
27 5.63 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63 2.57 2.47 2.25 2.07 1.94
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55 2.45 2.23 2.05 1.92
29 5.59 4.20 3.61 3.27 3.04 2.88 2.76 2.67 2.59 2.53 2.43 2.21 2.03 1.90
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51 2.41 2.20 2.01 1.88

Табл. 9: Квантилi розподiлу Фiшера, 𝑝 = 0.975
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Квантилi порядку 𝑝 розподiлу Фiшера з (𝑛,𝑚) степенями свободи.

𝑝 = 0.99

𝑚

𝑛
1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 100

2 98.5 99.0 99.2 99.2 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.5 99.5
3 34.1 30.8 29.5 28.7 28.2 27.9 27.7 27.5 27.2 27.1 26.7 26.4 26.2
4 21.2 18.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.5 14.4 14.0 13.7 13.6
5 16.3 13.3 12.1 11.4 11.0 10.7 10.5 10.3 10.1 9.9 9.6 9.3 9.1
6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.87 7.72 7.40 7.14 6.99
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.62 6.47 6.16 5.91 5.75
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.81 5.67 5.36 5.12 4.96
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.26 5.11 4.81 4.57 4.41
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.85 4.71 4.41 4.17 4.01
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.54 4.40 4.10 3.86 3.71
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.30 4.16 3.86 3.62 3.47
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.10 3.96 3.66 3.43 3.27
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 3.94 3.80 3.51 3.27 3.11
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.80 3.67 3.37 3.13 2.98
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.69 3.55 3.26 3.02 2.86
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.59 3.46 3.16 2.92 2.76
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.51 3.37 3.08 2.84 2.68
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.43 3.30 3.00 2.76 2.60
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.37 3.23 2.94 2.69 2.54
21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 3.31 3.17 2.88 2.64 2.48
22 7.95 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.26 3.12 2.83 2.58 2.42
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.54 3.41 3.21 3.07 2.78 2.54 2.37
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.17 3.03 2.74 2.49 2.33
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.85 3.63 3.46 3.32 3.13 2.99 2.70 2.45 2.29
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.09 2.96 2.66 2.42 2.25
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.39 3.26 3.06 2.93 2.63 2.38 2.22
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.03 2.90 2.60 2.35 2.19
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.33 3.20 3.00 2.87 2.57 2.33 2.16
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 2.98 2.84 2.55 2.30 2.13

Табл. 10: Квантилi розподiлу Фiшера, 𝑝 = 0.99
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Квантилi порядку 𝑝 розподiлу Фiшера з (𝑛,𝑚) степенями свободи.

𝑝 = 0.995

𝑚

𝑛
1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 20 40 100

2 199 199 199 199 199 199 199 199 199 199 199 199 199
3 55.6 49.8 47.5 46.2 45.4 44.8 44.4 44.1 43.7 43.4 42.8 42.3 42.0
4 31.3 26.3 24.3 23.2 22.5 22.0 21.6 21.4 21.0 20.7 20.2 19.8 19.5
5 22.8 18.3 16.5 15.6 14.9 14.5 14.2 14.0 13.6 13.4 12.9 12.5 12.3
6 18.63 14.54 12.92 12.03 11.46 11.07 10.79 10.57 10.25 10.03 9.59 9.24 9.03
7 16.24 12.40 10.88 10.05 9.52 9.16 8.89 8.68 8.38 8.18 7.75 7.42 7.22
8 14.69 11.04 9.60 8.81 8.30 7.95 7.69 7.50 7.21 7.01 6.61 6.29 6.09
9 13.61 10.11 8.72 7.96 7.47 7.13 6.88 6.69 6.42 6.23 5.83 5.52 5.32
10 12.83 9.43 8.08 7.34 6.87 6.54 6.30 6.12 5.85 5.66 5.27 4.97 4.77
11 12.23 8.91 7.60 6.88 6.42 6.10 5.86 5.68 5.42 5.24 4.86 4.55 4.36
12 11.75 8.51 7.23 6.52 6.07 5.76 5.52 5.35 5.09 4.91 4.53 4.23 4.04
13 11.37 8.19 6.93 6.23 5.79 5.48 5.25 5.08 4.82 4.64 4.27 3.97 3.78
14 11.06 7.92 6.68 6.00 5.56 5.26 5.03 4.86 4.60 4.43 4.06 3.76 3.57
15 10.80 7.70 6.48 5.80 5.37 5.07 4.85 4.67 4.42 4.25 3.88 3.58 3.39
16 10.58 7.51 6.30 5.64 5.21 4.91 4.69 4.52 4.27 4.10 3.73 3.44 3.25
17 10.38 7.35 6.16 5.50 5.07 4.78 4.56 4.39 4.14 3.97 3.61 3.31 3.12
18 10.22 7.21 6.03 5.37 4.96 4.66 4.44 4.28 4.03 3.86 3.50 3.20 3.01
19 10.07 7.09 5.92 5.27 4.85 4.56 4.34 4.18 3.93 3.76 3.40 3.11 2.91
20 9.94 6.99 5.82 5.17 4.76 4.47 4.26 4.09 3.85 3.68 3.32 3.02 2.83
21 9.83 6.89 5.73 5.09 4.68 4.39 4.18 4.01 3.77 3.60 3.24 2.95 2.75
22 9.73 6.81 5.65 5.02 4.61 4.32 4.11 3.94 3.70 3.54 3.18 2.88 2.69
23 9.63 6.73 5.58 4.95 4.54 4.26 4.05 3.88 3.64 3.47 3.12 2.82 2.62
24 9.55 6.66 5.52 4.89 4.49 4.20 3.99 3.83 3.59 3.42 3.06 2.77 2.57
25 9.48 6.60 5.46 4.84 4.43 4.15 3.94 3.78 3.54 3.37 3.01 2.72 2.52
26 9.41 6.54 5.41 4.79 4.38 4.10 3.89 3.73 3.49 3.33 2.97 2.67 2.47
27 9.34 6.49 5.36 4.74 4.34 4.06 3.85 3.69 3.45 3.28 2.93 2.63 2.43
28 9.28 6.44 5.32 4.70 4.30 4.02 3.81 3.65 3.41 3.25 2.89 2.59 2.39
29 9.23 6.40 5.28 4.66 4.26 3.98 3.77 3.61 3.38 3.21 2.86 2.56 2.36
30 9.18 6.35 5.24 4.62 4.23 3.95 3.74 3.58 3.34 3.18 2.82 2.52 2.32

Табл. 11: Квантилi розподiлу Фiшера, 𝑝 = 0.995
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За необхiдностi квантилiв розподiлу Фiшера можна обчислювати i iншими засобами.
Наприклад:

• В електронних таблицях MS Excel значення квантилiв розподiлу Фiшера обчислюємо
за формулою

=F.INV(p;n;m)

Наприклад, вираз =F.INV(0.995;2;4) матиме наступне наближене значення:

• В пакетi MathCad значення квантилiв розподiлу Фiшера обчислюємо за формулою

qF(p, n, m)

Наприклад, вираз qF(0.995, 2, 4) матиме наступне наближене значення:

• На онлайн-платформi www.wolframalpha.com значення квантилiв розподiлу Фiшера об-
числюють за формулою

InverseCDF[f-distribution[n,m], p]

Наприклад, вираз InverseCDF[f-distribution[2,4], 0.995] матиме наступне наближене зна-
чення:

314



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

22.7 Розподiл Пуассона

В таблицi наведено значення ймовiрностей

𝜆𝑘𝑒−𝜆

𝑘!

𝑘

𝜆
1 2 3 4 5 6 7 8

0 0.36788 0.13534 0.04979 0.01832 0.00674 0.00248 0.00091 0.00034
1 0.36788 0.27067 0.14936 0.07326 0.03369 0.01487 0.00638 0.00268
2 0.18394 0.27067 0.22404 0.14653 0.08422 0.04462 0.02234 0.01073
3 0.06131 0.18045 0.22404 0.19537 0.14037 0.08924 0.05213 0.02863
4 0.01533 0.09022 0.16803 0.19537 0.17547 0.13385 0.09123 0.05725
5 0.00307 0.03609 0.10082 0.15629 0.17547 0.16062 0.12772 0.09160
6 0.00051 0.01203 0.05041 0.10420 0.14622 0.16062 0.14900 0.12214
7 0.00007 0.00344 0.02160 0.05954 0.10444 0.13768 0.14900 0.13959
8 0.00001 0.00086 0.00810 0.02977 0.06528 0.10326 0.13038 0.13959
9 0.00000 0.00019 0.00270 0.01323 0.03627 0.06884 0.10140 0.12408
10 0.00000 0.00004 0.00081 0.00529 0.01813 0.04130 0.07098 0.09926
11 0.00000 0.00001 0.00022 0.00192 0.00824 0.02253 0.04517 0.07219
12 0.00000 0.00000 0.00006 0.00064 0.00343 0.01126 0.02635 0.04813
13 0.00000 0.00000 0.00001 0.00020 0.00132 0.00520 0.01419 0.02962
14 0.00000 0.00000 0.00000 0.00006 0.00047 0.00223 0.00709 0.01692
15 0.00000 0.00000 0.00000 0.00002 0.00016 0.00089 0.00331 0.00903

Табл. 12: Розподiл Пуассона
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Вiдповiдi

1.12 a) B, b) A, c) ∅, d) 𝐴 ∩ 𝐶. 1.15 𝐴3 = 𝐴 × 𝐴 × 𝐴, де 𝐴 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 = 1, 6}.
2.1 6900 2.2 19958400, 3704778000 2.3 а) 30, б) 120, в) 150. 2.4 1140; 6840. 3.1 2/3 для того,

хто кидає першим, та 1/3 для того, хто кидає другим. 5.1
2

𝜋
. 6.1 Так, подiї А та В незалежнi,

бо нескладно показати, що P(𝐴𝐵) = P(𝐴)P(𝐵). 7.1 Ймовiрностi однаковi.
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Предметний покажчик

𝑋1-критерiй, 262

ЗВЧ
посилений, 162
слабкий, 162

ЦГТ, 163
за умови Ляпунова, 164
за умови Лiндеберга, 164

аксiома
невiд’ємностi, 32
нормованостi, 32
сигма-адитивностi, 32

альтернатива, 261
атом, 105
вектор

випадковий, 84, 129
величина

випадкова, 104
дискретна, 83
сумовна, 84
цiлочислова, 86

величини
випадковi

незалежнi, 85, 130
вибiрка, 204

з генеральної сукупностi, 204
визначення

ймовiрностi
геометричне, 38
класичне, 11

випадковий вектор, 84, 129
випадковий процес, 188
властивiсть

Маркова, 175
внесок

вибiрки, 214
i-ого спостереження, 214

вiдсутнiстю пам’ятi, 108

гамма-розподiл, 225
генеральна сукупнiсть, 204
генератриса, 86

двовимiрна, 87
границя

верхня, 228
нижня, 228

гiпотеза
параметрична, 261
проста, 243, 261
складна, 243, 261
статистична, 242

дисперсiя, 84, 105
добуток подiй, 3
доповнення подiї, 3
експеримент

стохастичний, 3
закон

великих чисел
посилений, 162
слабкий, 162

закон розподiлу
випадкової величини, 83

заперечення подiї, 3
збiжнiсть

в середньоквадратичному, 161
в середньому, 161
з ймовiрнiстю 1, 161
за ймовiрнiстю, 161
за розподiлом, 161
майже напевно, 161
слабка, 161

згортка
функцiй розподiлу, 131

зсув оцiнки, 205
ймовiрнiсть, 32

Пуассона, 29
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бiномiальна, 71
визначення

геометричне , 38
класичне, 11

виродження, 88
геометрична, 29
елементарного наслiдку, 11
переходу, 175
перехiдна, 188
умовна, 47

квантиль, 108
коварiацiя, 85
коефiцiєнт

кореляцiї, 85
конзистентнiсть

сильна, 208
крива

Кантора, 118
смертей, 201

критерiй
𝑋1, 262
Неймана–Пiрсона, 264
Рао-Крамера, 216
згоди, 243
статистичний, 243

ланцюг
Маркова, 175

вкладений, 189
з неперервним часом, 188
незвiдний, 176
неперервний, 188
однорiдний, 175
стохастично неперервний, 188

математичне сподiвання, 84, 105
залишкового часу життя людини, 202

матриця
перехiдна, 175
iнфiнiтезимальна, 189

медiана, 108
метод

моментiв, 217
мода, 108
модель

експерименту
статистична, 204

параметрична, 204
регулярна, 214

момент
факторiальний, 86, 171

незалежнi
випадковi величини, 130

нерiвнiсть
Рао-Крамера, 216
Чебишова, 162

область
критична, 243

оцiнка
максимальної вiрогiдностi, 216
асимптотично незсунена, 206
асимптотично нормальна, 207
ефективна, 216
конзистентна, 208
незсунена, 205, 206
оптимальна, 206

параметрична модель, 204
подiя, 3, 11, 32

достовiрна, 3
елементарна, 3
неможлива, 3
протилежна, 3

подiї
незалежнi, 47

у сукупностi, 47
несумiснi, 3

послiдовнiсть подiй
зростаюча, 4
спадна, 4

потужнiсть
критерiю, 262

похибка

321



КН
У,

Ф
КН

К
20

23
.

Ве
рс

iя
не

дл
я

др
ук

у

другого роду, 262
першого роду, 262
середньоквадратична, 205

правило
добутку, 11
перевiрки гiпотези 𝐻0, 245

простiр
вибiрковий, 204
елементарних подiй, 3

дискретний, 3
ймовiрнiсний, 32

процес
Гальтона-Ватсона, 87
Маркова

ергодичний, 190
однорiдний, 188

випадковий, 188
марковський, 188

гибелi та наролження, 193
гiллястий

простий, 87
пiдкласи

ланцюга
циклiчнi, 177

розподiл
Вейбулла, 224
Ерланга, 224
Кошi, 107
Парето, 109
Паскаля, 84
Релея, 221
Стьюдента, 172
Сiмпсона, 112
бiномiальний, 83
гамма-розподiл, 155, 225
геометричний, 83
гiпергеометричний, 84
ланцюга Маркова

ергодичний, 177, 190

початковий, 175
стацiонарний, 177, 190

логарифмiчно нормальний, 221, 226
нормальний, 107

стандартний, 107
показниковий, 107
пуассонiвський, 83
рiвномiрний, 107
стiйкий, 155
сумiсний, 84

випадкового процесу, 188
хi-квадрат, 172

рiвень
значущостi

критерiю, 243
надiйностi, 228

рiвняння
Чепмена-Колмогорова, 175
вiрогiдностi, 216

рiзниця подiй, 3
стан

досяжний, 176
нерекуретний, 176
неiстотний, 175
перiодичний, 176
рекурентно додатний, 176
рекурентно нульовий, 176
рекуретний, 176
iстотний, 175

стани
сполучаються, 176

статистика, 205
вiдношення вiрогiдностi, 263
критерiю, 243, 263
центральна, 230

стiйкiсть
розподiлу, 155

сукупнiсть
генеральна, 204

сума подiй, 3
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схема
злiченна ймовiрнiсна, 29
незалежних випробувань Бернуллi, 71

твердження
центральне граничне, 163

теорема
ЗВЧ у формi Маркова, 163
Колмогорова, 163
Лебега, 107
Муавра-Лапласа

локальна, 72
iнтелральна, 72

Пуассона, 71
Хiнчина, 162
ЦГТ за умови Ляпунова, 164
ЦГТ за умови Лiндеберга, 164
Чебишова, 162
добутку, 47
ергодична, 191
критерiй Рао-Крамера, 215
перша система рiвнянь Колмогорова,

189
про ймовiрнiсть виродження, 88
про солiдарнiсть, 177
суми

для двох подiй, 32
точка

росту, 106
траєкторiя

процесу, 188
умова

Лiндеберга, 164
формула

Баєса, 60
добутку, 47

повної ймовiрностi, 60
функцiя

Гевiсайда, 244
виживання, 201
вiрогiдностi, 214
розподiлу, 104

абсолютно неперервного типу, 106
випадкового вектора, 129
дискретного типу, 105
маргiнальна, 130
неперервного типу, 105
сингулярна, 106
умовна, 131
унiмодальна, 108

характеристична, 108
iнформацiї Фiшера, 215

характеристика
iнфiнiтезимальна, 189

час
першого повернення, 176

щiльнiсть
випадкового вектора, 129
умовна, 131
функцiї розподiлу, 129

щiльнiсть розподiлу, 106
iндикатор подiї, 83
iнтенсивнiсть

смертностi, 201
iнтервал

надiйний, 228
асимптотичний, 229
центральний, 234

iтенсивностi
народження та загибелi, 193
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